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Educadores e 
	 Educadoras,

Dando continuidade ao processo de implementação do Currículo da Cidade, estas Orientações 
Didáticas constituem-se como mais um desdobramento de toda a discussão e proposição de objetivos de 
aprendizagem e desenvolvimento. Nesse sentido, este documento apresenta possibilidades de trabalhos 
com esses objetivos sem, no entanto, limitar o poder criativo de cada professora e professor em nossa Rede.

As Orientações Didáticas não foram pensadas de modo complementar ao Currículo da Cidade, 
mas constituintes desse documento, que abarca diversos saberes e que tem, como principal finalidade, 
garantir a aprendizagem de estudantes no Município de São Paulo. 

Para tanto, não perdemos de vista os princípios que visam à garantia da: equidade, colaboração, 
continuidade, relevância, contemporaneidade, educação integral e, como não poderia deixar de ser, da 
educação inclusiva, que pressupõe o respeito e a valorização da diversidade, a qual nos constitui como 
sujeitos e cidadãos de uma cidade multifacetada.

Assim, os documentos orientadores fazem parte de uma coleção que comporá a formação con-
tinuada de profissionais da Rede Municipal de Ensino de São Paulo, à medida que apresenta discussões 
importantes para que os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento ganhem vida e passem a ser uma 
realidade possível na ação docente. 

É importante dizer que, nas páginas das Orientações Didáticas, o professor e a professora en-
contrarão pontos de partida e sugestões de trabalho, mas não “receitas”, pois entendemos que – numa 
cidade tão complexa como a nossa – as realidades locais são levadas em consideração. Nosso esforço está 
centrado no sentido de empreender estratégias e na proposição de possibilidades para que estudantes da 
cidade continuem aprendendo.

Por falar em aprendizagem, o foco maior de nossas ações, organizamos a coleção de Orientações 
Didáticas por área e por componente curricular: Linguagens (Arte, Educação Física, Língua Inglesa e Lín-
gua Portuguesa), Matemática, Ciências da Natureza (Ciências Naturais) e Ciências Humanas (Geografia 
e História), Tecnologia para Aprendizagem. Cada volume compreende discussões orientadoras do 1º ao 
9º ano. A novidade, desta vez, é que há um documento especialmente elaborado para a Coordenadora e 
o Coordenador Pedagógico.

Para além dessa organização, foram pensados aspectos que entrecruzam todos os componentes 
curriculares, ou seja, que visam à Matriz de Saberes. Portanto, propomos orientações que considerem: o 
pensamento científico, crítico e a criatividade; a resolução de problemas; a comunicação; o autoconheci-
mento e o cuidado; a autonomia e a determinação; a abertura à diversidade; a responsabilidade e a partici-
pação; a empatia e colaboração e o repertório cultural.

Finalmente, nosso desejo é que as Orientações Didáticas fortaleçam os Projetos Político-Pedagó-
gicos, redimensionem olhares para discussões mundiais, como os Objetivos de Desenvolvimento Susten-
tável, e que, sobretudo, continuem a garantir a aprendizagem de estudantes.

Bom trabalho!

Alexandre Schneider
Secretário Municipal de Educação
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Apresentação

O objetivo deste documento é apresentar algumas reflexões, discussões 
e sugestões com base em pesquisas que focalizam o ensino e a aprendizagem 
em Matemática com a finalidade de subsidiar os professores que ensinam Mate-
mática na Rede Pública Municipal em sua prática de sala de aula. Partimos do 
princípio de que os estudos e pesquisas de Educadores Matemáticos que visam 
à melhoria do ensino e da aprendizagem da área podem proporcionar práticas 
mais consistentes, que efetivamente possam produzir melhores resultados nas 
aprendizagens dos estudantes.

Essas discussões se fazem necessárias, pois subsidiam a implementação 
do Currículo da Cidade. Esse Currículo possibilita um trabalho inovador em 
sala de aula, mas, ao mesmo tempo, traz muitos desafios aos professores. Essa 
proposta apresenta textos de orientação didática para cada Eixo Estruturante, 
além de discussões a respeito da gestão de sala de aula, de jogos e brincadei-
ras, de processos matemáticos e das conexões extramatemática, possibilitando 
uma articulação entre os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento e as 
práticas de sala de aula. 

Cabe destacar que os textos deste documento apresentam momentos de 
reflexão para os professores e, com esse tipo de abrangência, podem subsidiar a 
Jornada Especial Integral de Formação - JEIF, as horas-atividade dos professores 
e reuniões pedagógicas. Esses textos podem ser escolhidos pelo Coordenador 
Pedagógico ou pelos próprios professores, de acordo com o Eixo de interesse 
ou com o tipo de formação do professor (polivalente ou especialista). Também 
podem ser lidos e trabalhados por professores de todo o Ensino Fundamental. 
Os coordenadores devem propor aos professores leituras e reflexões interdiscipli-
nares, o que, certamente, contribuirá para a melhoria da qualidade do ensino de 
Matemática e das demais áreas do conhecimento.

O Caderno de Orientações Didáticas de Matemática foi dividido em duas 
Partes. Na Parte I, o documento explora a gestão da sala de aula, momento 
importante da prática do professor, que precisa selecionar o que vai ensinar; 
fazer um diagnóstico da turma para compreender o que os estudantes já sabem 
e o ponto de partida para seu trabalho; organizar a classe; definir estratégias de 
ensino; explorar diferentes representações matemáticas; pensar nas intervenções 
e na avaliação. Além disso, nessa parte do documento, há um texto que explora 
as conexões extramatemática e que possibilita o desenvolvimento de projetos 
interdisciplinares que são propostos no Currículo da Cidade de Matemática com 
foco nos Objetivos de Desenvolvimento Sustentável - ODS.
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No Eixo Números, tradicionalmente mais focalizado na prática dos pro-
fessores, o destaque dos textos é para os campos numéricos e para a resolução 
de problemas. Os textos envolvem o estudo das operações com números natu-
rais, racionais e inteiros, além dos diferentes tipos de cálculo (exato, aproxima-
do, usando procedimentos de cálculo mental, escrito e calculadora). A ideia é 
fortalecer discussões sobre os significados e usos dos diferentes tipos de números 
e das operações, a compreensão das relações numéricas, das operações e de suas 
propriedades. Com relação aos cálculos, a ideia do texto é valorizar os processos 
de cálculo baseados em propriedades dos números e das operações, a aprendi-
zagem com compreensão dos algoritmos e dos fatos fundamentais, o cálculo 
mental e as estimativas. Tais textos estão voltados a algumas ideias fundamentais 
da Matemática como aproximação, proporcionalidade, ordem e representação, 
entre outras. 

No Eixo Álgebra, procurando desmistificar o ensino de Álgebra apenas 
como manipulação simbólica, o documento apresenta dois textos que discutem 
o pensamento algébrico. O primeiro se refere aos envolvimentos iniciais das 
crianças com a Álgebra e à iniciação do pensamento algébrico nos primeiros 
anos de escolaridade, sem que, necessariamente, sejam utilizadas notações al-
gébricas. O estudo da Álgebra traz uma forma de pensar sobre situações mate-
máticas que envolvem o processo matemático de generalização, tendo por base 
a observação e análise de dados numéricos, padrões, regularidades ou relações 
matemáticas, e expressam essas generalizações usando recursos diversos como 
a linguagem natural, diagramas, tabelas, fórmulas ou símbolos matemáticos. 
O segundo texto discute as funções da álgebra e é destinado aos Ciclos In-
terdisciplinar e Autoral do Ensino Fundamental. Discute, ainda, alguns “erros” 
cometidos por estudantes apontados na literatura e outros identificados em 
protocolos de estudantes do 7º ano. Nesse Eixo, os textos focalizam algumas 
ideias fundamentais da Matemática, como a equivalência, a proporcionalidade, 
a variação, a interdependência e a representação.

Na Parte II, que inicia no Eixo Grandezas e Medidas, há dois textos, um 
que focaliza os conceitos de grandeza e de medida e explora grandezas usualmen-
te utilizadas no cotidiano e que, tradicionalmente, são trabalhadas no Ensino 
Fundamental. Destacam-se aspectos dos sistemas de medidas, transformações 
e relações entre unidades e entre grandezas. Além disso, discutem-se algumas 
orientações didáticas. O segundo texto desse Eixo envolve duas grandezas geo-
métricas importantes: área e perímetro, explorando conceito, relações entre elas, 
algumas propostas didáticas e pesquisas que apontam dificuldades de estudan-
tes com tais grandezas. Nesse Eixo, as ideias fundamentais da Matemática, vincu-
ladas aos textos, são a variação, a representação, a equivalência, a aproximação, 
a interdependência e a proporcionalidade.

No Eixo Geometria, os textos focalizam o desenvolvimento do pensamen-
to geométrico. O primeiro apresenta aspectos teóricos que possibilitam a análise 
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de desenhos de estudantes sobre percursos e localizações, no âmbito das rela-
ções espaciais. O segundo destaca alguns estudos sobre o pensamento geométri-
co e apresenta elementos e características de figuras geométricas espaciais, além 
de protocolos de estudantes em atividades, com foco na evolução do pensamen-
to geométrico, a partir de objetivos de aprendizagem e desenvolvimento de cada 
ano de escolaridade sobre figuras espaciais. Os dois últimos textos desse Eixo 
se referem à geometria plana. Um deles focaliza as figuras geométricas planas, 
elementos, características e algumas possíveis classificações e outro envolve a 
geometria das transformações, tema importante para a aprendizagem de ideias 
fundamentais da Matemática, como a congruência e a semelhança, além de ou-
tras ideias matemáticas fundamentais veiculadas nos textos, como a equivalência 
e a representação.

No Eixo Probabilidade e Estatística, o documento explora algumas no-
ções de Estatística, com foco na leitura, interpretação e construção de tabelas 
e gráficos. O texto de Combinatória focaliza todos os significados (“produto 
cartesiano”, arranjos, combinações e permutações) explorados como ideias sem 
uso de fórmulas e apresenta exemplos que podem ser desenvolvidos nos Ciclos 
Interdisciplinar e Autoral. O texto de Probabilidade explora alguns tipos de abor-
dagens possíveis desse tema e apresenta atividades que podem ser desenvolvidas 
com estudantes desde o Ciclo de Alfabetização. Nesse Eixo as ideias fundamen-
tais da Matemática estão associadas principalmente à variação, à interdepen-
dência, à ordem, à representação e à equivalência.

Desejamos uma boa leitura a todos os professores que ensinam Matemá-
tica na Rede Municipal de Ensino de São Paulo, que buscam a melhoria da qua-
lidade do ensino e a aprendizagem dos estudantes desse componente curricular.

Bom Estudo!
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Eixo Grandezas  
e Medidas

O ensino e a aprendizagem  
das grandezas e medidas

A importância das grandezas e medidas

Este texto apresenta algumas reflexões sobre o ensino e a aprendizagem de 
um tema matemático importante: grandezas e medidas. Apresentamos aqui algu-
mas discussões importantes que podem ser ampliadas por você, professor, a partir 
das leituras sugeridas ao longo do texto.

Você consegue imaginar como seria o mundo sem a medida? 

Qual é a importância das grandezas e medidas para a formação dos cidadãos?

Anote suas dúvidas sobre o processo de ensino e aprendizagem das grandezas e medidas, 
leia o texto e identifique quais trechos contribuem para ampliação desses conhecimentos.

O mundo sem a medida, certamente, seria muito confuso e limitado. Tería-
mos dificuldade de chegar pontualmente ao trabalho, saber a distância entre duas 
cidades, executar com sucesso uma receita, acompanhar a perda ou ganho de massa 
numa dieta, programar uma viagem por meio da previsão do tempo, planejar um 
orçamento doméstico ou acompanhar o consumo de água numa residência. Enfim, 
encontraríamos dificuldades para realizar inúmeras atividades do cotidiano.

A importância das grandezas e medidas para a formação dos cidadãos é 
indiscutível. Afinal, este conteúdo matemático, de caráter prático e utilitário, foi 
construído ao longo da história da humanidade, a partir de inúmeras necessidades 
cotidianas atreladas ao controle das dimensões espaciais (a demarcação dos limites 
de terra para o plantio e construções arquitetônicas), temporais (a previsão do ciclo 
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das estações do ano e condições climáticas para plantio, colheita e sobrevivência) 
e econômicas (a necessidade de um sistema monetário com equivalência de valores 
para mediar as relações comerciais).

É evidente que, ao longo da história, novos problemas foram surgindo e, 
consequentemente, as diversificações de seus usos e as variações das grandezas tam-
bém se fizeram necessárias. Atualmente, são inúmeras as áreas de conhecimento que 
recorrem às grandezas e medidas para o desenvolvimento de suas atividades, como: 
a arquitetura e engenharia, que necessitam da medida no cálculo das dimensões de 
um prédio; a gastronomia, que utiliza diferentes instrumentos de medição para defi-
nir a quantidade de ingredientes no preparo de uma receita; a medicina, que orienta 
e acompanha a administração das dosagens de uma medicação e do seu tempo de 
tratamento; e também a tecnologia, que recentemente tem definido unidades de 
medida para mensurar o armazenamento de dados nos computadores, celulares e 
dispositivos. Se relatássemos aqui todas as atividades nas quais as grandezas e medi-
das são essenciais, certamente as páginas deste texto não seriam suficientes.

Reflita sobre outras atividades cotidianas que envolvem as grandezas e medidas. 

Quais são mais próximas e significativas para os estudantes da sua turma?

Entretanto, mesmo que seja um componente imprescindível nos currículos 
escolares, existe uma evidente contradição entre a relevância dada ao seu uso social 
e ao tratamento didático que a escola lhe tem conferido. A organização hierarqui-
zada do planejamento da matemática escolar, que tende a privilegiar conteúdos em 
detrimento de outros, historicamente tem relegado o ensino das grandezas e medi-
das, limitando-as a um ensino esporádico, sazonal. A respeito dessa problemática, 
Mandarino (2009), em sua pesquisa, constatou que, nos anos iniciais do Ensino 
Fundamental, dos 116 professores pesquisados, apenas 14,9% priorizavam o ensino 
das grandezas e medidas. Prioridade essa que, a partir da organização do currículo 
em rede, proposta no Currículo da Cidade, a própria articulação entre os eixos estru-
turantes no planejamento do professor, deve ser igualitária e indiscriminada. Além 
disso, afirma que é forte a crença de que os conhecimentos numéricos e geométricos 
são suficientes para a construção conceitual e de habilidades inerentes à medida.

Essas abordagens são contraditórias, passíveis de questionamentos e, de cer-
to modo, contribuem para a reflexão sobre o processo de ensino e aprendizagem das 
grandezas e medidas. 
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Reflita sobre outras atividades cotidianas que envolvem as grandezas e medidas. 

Quais são mais próximas e significativas para os estudantes da sua turma?

A partir dos questionamentos, reflita sobre como tem sido a sua prática no ensino das 
grandezas e medidas: 

yy Com qual frequência você tem abordado as medidas em seu planejamento? 
Quais grandezas você tem priorizado?

yy Como o conhecimento numérico pode contribuir para o processo de aprendi-
zagem das grandezas e medidas? Saber representar numericamente uma me-
dida é suficiente para a compreensão do que é medir?

Essas e outras questões podem ser esclarecidas a partir de algumas contribuições teóri-
cas sobre o ensino das grandezas e medidas.

Contribuições teóricas sobre o  
ensino das grandezas e medidas 

Mediante tantas situações diárias, em que as grandezas e medidas são uti-
lizadas, a compreensão e a distinção de alguns conceitos são essenciais para que o 
professor possa planejar diferentes estratégias de ensino.

Você sabe qual é a diferença entre grandezas e medidas?

Para identificar os conhecimentos prévios dos estudantes sobre as grandezas e medidas, 
o professor pode introduzir a temática por meio de questões reflexivas cujas respostas 
servem de diagnóstico para realizar intervenções futuras e de ponto de partida para o 
planejamento de atividades: para você, o que é medida? Em que situações do cotidiano 
você utiliza a medida? Por que ela é importante?

Grandeza é tudo aquilo que pode ser contado, mensurado. Existem dois ti-
pos de grandezas: as discretas e as contínuas. Essas grandezas envolvem duas no-
ções elementares da matemática, ou seja, contar e medir. As grandezas discretas são 
consideradas contáveis, pois podem ser facilmente quantificadas. Já as grandezas 
contínuas são passíveis de medida, pois não permitem a contagem direta/imedia-
ta. Enquanto a primeira resulta na quantidade de objetos (contagem); a segunda 
quantifica suas qualidades (massa, temperatura, comprimento, capacidade, valor, 
volume e tempo) por meio da medida. 

De acordo com Frías et al. (2008), para medir é preciso saber previamente o 
que se mede. Por essa razão, é necessário refletir acerca das qualidades e dos atribu-
tos das pessoas e dos objetos, uma habilidade fundamental que dá origem à com-
preensão do conceito de medida. 
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Reflita sobre as qualidades e as propriedades das situações descritas a seguir:

- Saco de maçã: 9 unidades, 1kg custa R$ 6,49.

- Jogador de futebol: 22 anos, 1,75m de altura, 68kg.

Observa-se que um mesmo objeto ou pessoa é constituído por diferentes grandezas que 
podem ser discretas (unidades de maçãs) ou contínuas (massa, valor, altura e idade). 
A grandeza discreta é mais evidente do que a grandeza contínua, por isso, observar e 
explorar as qualidades dos objetos e pessoas vai além da quantificação.

Apresente aos seus estudantes diferentes objetos e convide-os a observar e identificar as 
suas qualidades. Verifique quais propriedades são mais perceptíveis para eles e realize 
intervenções para que descubram outras que são menos evidentes.

No processo de quantificação das grandezas discretas geralmente o resulta-
do é um número inteiro – o número de carros em um estacionamento. Já no proce-
dimento de medição das grandezas contínuas, a representação da medida pode ser 
um número não inteiro – a área deste mesmo estacionamento. Existe, portanto, uma 
diferença significativa entre as ações de contar e medir. Enquanto a contagem requer 
apenas a quantificação; a medição exige um processo mais complexo, a comparação 
de grandezas de uma mesma natureza. Frías et al. (2008) afirmam que o processo 
de comparação de uma grandeza requer o uso de advérbios (comparativos) e de 
adjetivos (qualidades) que caracterizam a sua natureza. Por exemplo: maior-menor, 
longe-perto, alto-baixo, largo-estreito, vazio-cheio, cedo-tarde, caro-barato, quen-
te-frio e dentre outros. Sendo assim, medir, além de contar, exige a habilidade de 
comparar, ou seja, uma vez que se percebe a qualidade de um objeto, há condições 
de compará-la. 

De acordo com Brolezzi (2000), apesar da imbricação entre as grandezas dis-
cretas e contínuas, a abordagem didática que privilegia uma ou outra, sem explorar a 
interação entre as ações de contar e medir, tem se constituído um verdadeiro problema 
pedagógico no ensino desse conteúdo matemático. Para o autor, muitos materiais di-
dáticos referenciam apenas a contagem como habilidade essencial para a construção 
da ideia de número, desconsiderando que a comparação, a partir da noção de maior 
ou menor, habilidade inerente à medida, também contribuiu para a sua origem. 

Mas, afinal, se os números surgiram da necessidade de contagem e de práticas de medi-
da, qual o sentido de separar o ensino das grandezas discretas e contínuas? 

Reflita sobre essa questão e continue a leitura do texto.

Podemos exemplificar a relação entre contar e medir quando a medida de 
uma determinada distância é realizada por meio da contagem de passos. Nesta situ-
ação, a distinção entre medir e contar se concentra no uso e no significado atribuído 
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ao número de passos, ou seja, não representa uma quantidade, mas sim, a medida 
de uma grandeza linear. Desse modo, podemos dizer que “a operação de medir con-
siste em discretizar o contínuo” (MOURA, 1995, p.116). Para discretizar o que é 
contínuo, é necessário estabelecer uma unidade de medida padrão de uma mesma 
natureza a partir da relação de “quantos cabem”, ou seja, quantas vezes a unidade 
de medida menor cabe na maior. Por exemplo: quantos copos de 250 mililitros ca-
bem em um recipiente de dois litros? Essa relação de “quantos cabem” é importante 
para explicitar e medir a grandeza (qualidade) mensurada do objeto, processo de-
nominado de discretização. Por isso, embora atrelada à função do número natural, 
a construção do conceito de medida vai além da sua representação numérica. É um 
processo de assimilação complexo que requer diferentes habilidades: identificar e 
selecionar a qualidade do objeto; comparar e discretizar essa mesma qualidade por 
meio de estratégias pessoais ou de instrumentos de medição padronizados; utilizar 
um vocabulário específico para expressar o processo de comparação e, por fim, re-
presentar numericamente a quantificação dessa mesma qualidade.

De acordo com Vece (2017), o processo de discretização das grandezas se di-
fere de acordo com a sua natureza, por isso em alguns casos se torna mais complexo. 
Por exemplo: medir o comprimento de um objeto (uma fita de cetim), uma grandeza 
visível/concreta, é diferente de medir o tempo de uma partida de futebol, grandeza 
abstrata que só se torna possível por meio de um cronômetro ou relógio, afinal, a 
passagem de um minuto para outro não é facilmente perceptível sem o auxílio de um 
instrumento de medida. Do mesmo modo, Frías et al. (2008) advertem que a percep-
ção das qualidades difere uma das outras, pois têm a ver com determinados sentidos 
e experiências vivenciadas pelos sujeitos no cotidiano. Há qualidades, como a massa, 
que se percebem mais facilmente, posto que se materializam sem dificuldade, sendo 
que outras têm uma concretização mais difícil, como é o caso da temperatura, em 
que sua percepção é muito mais complexa. Por isso, é importante levar em conside-
ração os conhecimentos prévios dos estudantes, pois permitem identificar as grande-
zas que lhes são familiares (comprimento, massa e capacidade) e de outras (tempo, 
temperatura e valor), que, embora frequentes no cotidiano, não têm identificação 
intuitiva, imediata.

Você já parou para pensar sobre a importância de considerar as características de cada 
grandeza para ensiná-la? 

De acordo com a sua experiência em sala de aula, quais grandezas os estudantes apre-
sentam mais facilidade para compreender? Por quê?

Para Vece (2017), historicamente, os currículos de matemática têm abor-
dado o ensino da medida a partir de uma perspectiva generalista com pouco apro-
fundamento e distinção entre as grandezas, como se não houvesse a necessidade de 
adequar a abordagem didática e metodológica para o ensino de cada uma delas. 
Desse modo, o princípio didático deste eixo estruturante é que, embora os objetos 
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de conhecimento e os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento façam menção a 
diversas grandezas em uma mesma descrição, é crucial que o professor em seu plane-
jamento, leve em consideração as suas especificidades, distinguindo e aprofundando 
a natureza de cada grandeza, de modo a relegar abordagens que priorizem umas em 
detrimento de outras ou que lhes configuram um tratamento superficial. Para isso, 
apresentamos algumas orientações didáticas.

Consulte o documento curricular e leia os objetos de conhecimento e os objetivos de 
aprendizagem e desenvolvimento do eixo grandezas e medidas. Durante a leitura, aten-
te-se aos seguintes aspectos:

Quais grandezas estão previstas para o trabalho com a sua turma?

Que tipo de estratégia e instrumento de medida é priorizado? Pessoal ou convencional?

O ensino das grandezas e medidas 

Pesquisas revelam que, antes mesmo de adquirir a habilidade de quantificar 
(contar), a criança observa e explora as características e propriedades (qualidades) 
dos objetos, pessoas e situações concernentes às grandezas contínuas. Comumente, 
iniciam o princípio de comparação a partir de medidas relacionadas ao seu próprio 
corpo ou de atividades diárias que lhes são significativas: meu irmão é “mais baixo” 
do que eu; minha mochila é mais pesada do que a sua; eu vou à escola no período da 
manhã e o meu colega à tarde; o meu copo de suco está mais cheio do que o seu; e 
entre outras inúmeras situações que acontecem no cotidiano e que carecem de siste-
matização. Por isso, devido ao seu caráter prático e utilitário, é imprescindível que o 
ensino das grandezas e medidas seja conduzido por meio de situações práticas reais, 
presentes no contexto social, em que seus usos e funções tenham significado. Afinal, 
só aprende a medir, medindo! 

Em algumas situações do cotidiano, a comparação entre grandezas de uma 
mesma natureza podem ser realizadas sem a utilização de instrumentos de medida 
a partir de uma simples comparação direta. Como exemplo, comparar a estatura 
de duas pessoas para saber quem é maior ou menor. Para isso, a aproximação de 
ambas se torna suficiente, não sendo necessário o uso de um instrumento con-
vencional e a representação numérica para saber quem é maior ou menor. E se a 
grandeza a ser comparada for outra? A massa corporal, por exemplo? Neste caso, 
o uso de uma balança será imprescindível, principalmente, se a diferença da massa 
corpórea não for suficientemente perceptível para comparar. Isso mostra que a 
comparação direta entre grandezas nem sempre é possível, como no caso da altura 
de um prédio ou da área de um campo de futebol. Esses casos são denominados 
de comparação indireta, pois exigem uma unidade de medida padrão e instru-
mentos convencionais que permitem a medição exata. Desse modo, o processo de 
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ensino das grandezas e medidas deve proporcionar situações de aprendizagem de 
comparação direta e indireta, de modo que a necessidade do uso de instrumentos 
convencionais para medição aconteça naturalmente.

A ênfase nos aspectos conceituais deverá acontecer por intermédio do pro-
fessor ao longo das experiências vivenciadas pelos estudantes e de acordo com as 
prescrições previstas para cada ciclo. A proposta é que, no decorrer do Ensino Fun-
damental, haja progressão das atividades que privilegiem a transição entre diferentes 
unidades e instrumentos de medida, perpassando por situações em que o uso de 
unidades arbitrárias (não convencionais), padronizadas (definidas pelos estudantes) 
e legais (convencionais) seja explorado (MUNIZ et al., 2008), como também a arti-
culação das grandezas e medidas com a função social dos números naturais, com os 
números racionais devido a sua representação decimal e com a geometria, uma vez 
que a medida é inerente ao estudo das formas e dos espaços. Para isso, é importante 
se atentar à progressão dos objetos de conhecimento e dos objetivos de aprendiza-
gem e desenvolvimento prescritos no currículo para cada ano de escolaridade.  

De acordo com o documento curricular de matemática, é recomendável que 
no Ciclo de Alfabetização, as crianças tenham primeiramente a oportunidade de 
explorar as partes do corpo como unidades arbitrárias e como primeiro instrumento 
para medir, comparar e estimar grandezas. Por exemplo, utilizar a polegada, palmo, 
pé, passo e braço para medir a grandeza de comprimento; explorar o movimento da 
balança de contrapeso, tendo o corpo como eixo central e os dois braços como pra-
tos para comparar a massa de dois objetos para saber qual é o mais leve e o mais pe-
sado ou utilizar, ainda, um peso padrão em uma das mãos para verificar o equilíbrio 
e aproximação entre as massas; estimar e comparar a capacidade de recipientes de 
tamanhos diferentes a partir da observação; observar a passagem do tempo a partir 
da análise de autorretratos e fotografias do próprio desenvolvimento. 

A condução de atividades dessa natureza pode ser fundamentada pelo pro-
fessor a partir das contribuições da História da Matemática, resgatando a origem 
da medida em diferentes civilizações em que os primeiros instrumentos da huma-
nidade utilizados para medição foram as partes do corpo. Mesmo entre os povos 
latino-americanos atuais, a diversidade de padrões de medida é enorme e pode ser 
explorada pedagogicamente em sala de aula. Além dos aspectos históricos, cabe 
ao professor desenvolver situações-problema que gerem reflexões nos estudantes 
e para que percebam que, em alguns momentos, o uso de partes do corpo como 
unidade de medida de comprimento é inadequado, tendo em vista que palmos, pés, 
dedos e braços são de tamanhos diferentes e que as percepções táteis (para compa-
rar medidas de massa e capacidade) e visuais (para observar a passagem do tempo) 
não são suficientes e exatos e que, por isso, tornam-se arbitrárias. 

É por meio dessas situações de conflito que o professor poderá introduzir e 
problematizar a necessidade da padronização de unidades de medida, promovendo 
a transposição da unidade arbitrária para a unidade padrão que não precisa, neces-
sariamente, ser do sistema legal. As crianças poderão escolher alguns objetos como 
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unidade de medida de comprimento (lápis, borracha, caderno, palitos, clips, estojo, 
apagador, barbante e etc.) para medir outros; confeccionar balanças com materiais 
recicláveis, explorar, no parque da escola, a gangorra para comparar a massa corpo-
ral entre as duplas ou, ainda, estabelecer um objeto como referência de unidade de 
medida de massa (quantos clipes são necessários para medir a mesma massa de uma 
borracha?); utilizar recipientes não demarcados como unidade padrão de medida de 
capacidade, por exemplo, a tampa de um vasilhame para encher um copo. A mesma 
proposta de unidade padrão pode ser realizada para o trabalho com o sistema mo-
netário, antes de apresentar as cédulas e moedas oficiais, o professor pode atribuir 
valores às fichas ou tampinhas coloridas para introduzir a ideia de troca e equivalên-
cia de valores, por exemplo: tampinha vermelha vale 1, amarela 10 e branca 100. De 
quantas tampinhas vermelhas preciso para trocar por uma amarela? E para trocar 
por uma tampinha branca?

Situações dessa natureza proporcionam a construção de habilidades ineren-
tes à ação de medir, por exemplo: para comparar comprimentos é necessário em-
parelhar a unidade de medida (barbante) de uma extremidade à outra do objeto 
a ser medido (caderno); para medir massa e capacidade é preciso estabelecer uma 
unidade padrão de comparação a partir da ideia inclusiva de “quantos cabem”; para 
compreender a organização do sistema monetário é preciso comparar e realizar tro-
cas a partir de valores equivalentes e etc.

Devido a sua natureza específica, a grandeza tempo aparece como uma ati-
vidade permanente no planejamento do professor, por meio do uso das horas e do 
calendário. É importante que a percepção temporal seja construída nas situações 
que envolvem as rotinas diárias dos estudantes no tempo presente (manhã, tarde 
e noite), identificando a passagem do tempo por meio da organização de aconte-
cimentos, compromissos e atividades comuns ao grupo, a partir da sucessão das 
horas do dia, ampliando para reflexões sobre o tempo futuro (dias, semanas, meses 
e anos). Para isso, a exploração de diferentes instrumentos de medida utilizados ao 
longo da história da humanidade é essencial nesse processo (ampulheta, relógio de 
sol, de ponteiro e digital, calendário), lembrando que a ênfase às equivalências das 
diferentes unidades de medição do tempo deve permear todo o trabalho.

Como, no Ciclo Interdisciplinar, a capacidade de raciocínio e complexidade 
deve ser ampliada, os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento para as gran-

dezas e medidas exigem uma 
atenção especial para a am-
pliação de conhecimentos por 
parte dos estudantes. É por 
intermédio de atividades de in-
vestigação, intencionais e pla-
nejadas que poderão ampliar 
as práticas sociais que exigem 
padronização para mensurar as 

Leia o caderno de textos MORAES, M. D.;  MELO, R.A.T.; 
Medidas no Ciclo de Alfabetização”.  do Programa Salto para 
o Futuro. Ano XXIV - Boletim 8 - Setembro 2014. Disponível 
em: http://cdnbi.tvescola.org.br/resources/VMSResources/
contents/document/publicationsSeries/16532008_14_
MedidaseGrandezasnociclodaalfabetizacao.pdf.
 Acesso em 3 dez. 2017.
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propriedades dos objetos. A proposta é que as vivências práticas antecedam e sus-
tentem o trabalho futuro com a nomenclatura e conversão das unidades de medida, 
até mesmo para que se desenvolva a compreensão de que o instrumento e a unidade 
de medida devem ser coerentes com a natureza da grandeza, ou seja, é impossível 
medir a capacidade de um recipiente com uma trena. Embora aparentemente isso 
nos seja óbvio, ao longo da trajetória escolar, os estudantes apresentam conflitos 
nessa construção. Sendo assim, é importante que o professor trabalhe, com ênfase, 
a necessidade da unidade legal (universal) de medida e dos seus instrumentos por 
meio de problematizações do cotidiano: quais instrumentos de medida encontramos 
nos supermercados, farmácias, padarias, consultórios médicos, marcenarias? Se não 
existissem esses instrumentos, como compraríamos o revestimento de uma parede, 
um tecido, um alimento etc.? 

Para contextualizar a identificação dessas grandezas em situações de uso so-
cial, o professor pode confeccionar um cartaz com os estudantes a partir de pesqui-
sas em revistas, jornais, rótulos, folhetos de propaganda e embalagens, destacando 
os números e as siglas que os acompanham. A exploração da representação escrita 
desses números (se aparecem com vírgula, quais são os seus significados, qual é a 
grandeza numérica mais comum etc.), bem como a leitura e tradução das siglas que 
os acompanham (cm, m, ml, l, g, mg, kg e etc.) é de suma importância, pois, embo-
ra apareçam com frequência no contexto social, muitos estudantes não conhecem 
os seus significados, o que requer do professor intervenções intencionais de ensino. 
Neste caso, a construção de uma tabela com as siglas, seus significados e as respecti-
vas unidades de medidas pode servir como ponto de apoio e complemento às aulas. 

Siglas: unidades de medida

Grandeza Sigla Significado Representação numérica

Comprimento

mm Milímetro 0,001m

M Metro 1m

Km Quilômetro 1000m

Capacidade

ml Mililitro 0,001l

L Litro 1l

Kl Quilolitro 1000l

Massa

mg Miligrama 0,001g

G Grama 1g

Kg Quilograma 1000g

A partir da tabela que apresenta as unidades de medidas mais usuais, você 
pode explorar algumas regularidades importantes sobre as medidas de comprimen-
to, capacidade e massa.  Apresente aos estudantes questionamentos do tipo:
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Qual a relação da sigla com o seu significado? 

Como saber se a sigla se refere a metro, litro ou grama?

O que tem em comum na representação numérica entre milímetro, mililitro e miligrama? 
E entre quilômetro, quilolitro e quilograma? Por que suas representações numéricas são 
semelhantes?

O que acontece com a transformação do metro para milímetro? E para quilômetro?

A proposta é que, a partir das próprias observações dos estudantes, o professor introdu-
za a transformação entre as unidades de medida de comprimento, capacidade e massa 
utilizando a ideia de múltiplos e submúltiplos de base decimal.

Você pode ainda construir uma tabela semelhante considerando as especificidades da 
unidade de tempo – hora - que possui uma organização própria, sexagesimal, ou seja, 
de base 60.

O professor pode explorar o conceito de múltiplo e submúltiplo, atrelando-o às 
características do sistema de numeração e à representação decimal dos números racionais. 

Retome a leitura do texto no volume I, “Construção dos números naturais e do sistema de nu-
meração decimal” para retomar as características e regularidades do nosso sistema numérico. 

O uso de um quadro de valor posicional, contendo as partes inteiras e deci-
mais e a relação dos múltiplos e submúltiplos, pode auxiliar os estudantes no proces-
so de familiarização da leitura e escrita dos números que representam uma medida. 

Quadro de valor posicional: múltiplos e submúltiplos do metro

Partes inteiras Partes decimais

Unidade de 
milhar Centena Dezena Unidade Décimo Centésimo Milésimo

Quilômetro
(km)

Hectômetro
(hm)

Decâmetro
(dam)

Metro
(m)

Decímetro
(dm)

Centímetro
(cm)

Milímetro
(mm)

1

1 0

1 0 0

1 0 0 0

0, 1

0, 0 1

0, 0 0 1

4, 8 5 6

Fonte: PIRES, 2012, p.237-238 (Adaptado).
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Embora o enfoque seja dado às unidades de medida mais usuais, o trabalho 
com o quadro de valor posicional de múltiplos e submúltiplos mostra as transfor-
mações entre as unidades, quando multiplicadas ou divididas por 10, e qual a sua 
implicação para o uso e deslocamento da vírgula. Para essa discussão, a calculadora 
é um recurso recomendável, já que essa transformação fica evidente para o estudan-
te no visor. O quadro também torna explícita a organização de “quantos cabem” 
inerente à medida, evidenciando para o estudante, por exemplo, que 1000 metros 
correspondem a 1 quilômetro. O quadro de valor posicional pode ser explorado ain-
da como auxílio à escrita e leitura de um número decimal (quatro metros, oitocentos 
e cinquenta e seis milímetros), servindo como apoio para os estudantes que, durante 
a leitura, tendem a recorrer e generalizar os conhecimentos que já possuem sobre os 
números inteiros, o que consiste em um verdadeiro obstáculo. Por isso, é importante 
que o professor aprofunde as características dessa representação, discutindo qual é 
o papel da vírgula e como as ordens do número influenciam na sua leitura.  

Utilize o quadro de valor posicional para trabalhar os múltiplos e submúltiplos das gran-
dezas de capacidade e massa. 

Amplie as possibilidades deste recurso propondo o registro de números decimais por meio 
de um ditado ou da transcrição das representações que aparecem nos rótulos e embalagens.

O trabalho com estimativa também deve permear o ensino das grandezas e 
medidas, principalmente, para a compreensão das medidas de capacidade, massa, 
valor e temperatura. Estimar é uma habilidade comumente utilizada em situações do 
cotidiano. Convide os estudantes a estimarem a massa de objetos, alimentos e pesso-
as; a capacidade de vasilhames, garrafas e recipientes; o valor de produtos diversos; e 
a temperatura do ambiente ou corporal; destacando a importância desta prática no 
contexto social, principalmente, nas áreas comerciais. No início é comum que as esti-
mativas dos estudantes sejam discrepantes (para mais ou para menos) do resultado 
real, porém esse é um processo natural, as vivências com diferentes situações de esti-
mativa permitem que, aos poucos, os palpites sejam mais precisos e coerentes.

Além da ênfase na representação numérica da medida, é no Ciclo Interdis-
ciplinar que a articulação entre as grandezas e medidas com a geometria fica em 
evidência a partir dos objetos de conhecimento perímetro e área de figuras planas. 
Pesquisas recentes evidenciam que, nas últimas décadas, a escola tem conferido privi-
légio ao ensino desses conceitos à geometria. 
Entretanto, por serem temas que se articulam 
com a aritmética, álgebra e à própria geome-
tria, vêm ganhando destaque, constituindo-
-se como campo conceitual das grandezas 
geométricas, sendo assumidos, portanto, no 
documento curricular pelo eixo estruturante 
grandezas e medidas.
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Estudos apontam que propostas tradicionais de ensino que enfatizam a de-
finição de conceitos, que transmitem regras para aplicação direta do conteúdo ma-
temático e que priorizam a memorização de fórmulas para o cálculo da área e do 
perímetro pouco contribuem para a construção desses conceitos, causando, con-
sequentemente, confusão no seu processo de aquisição. Enquanto conteúdo das 
grandezas geométricas, a construção dos conceitos de área e perímetro deve estar 
atrelada às habilidades de medida, ou seja, comparar, identificar e definir grandezas, 

estabelecer uma unidade de medida padrão, conside-
rando a sua natureza e articular e diferenciar a figura, 
a grandeza a ela associada e a medida dessa grande-
za. Por isso, para o desenvolvimento de situações de 
ensino sobre área e perímetro, recomendamos o tra-
balho com os diferentes níveis de conhecimento dos 
estudantes, tendo em vista que a compreensão desses 
conceitos tem se constituído como um verdadeiro de-
safio para o professor. 

No Ciclo Autoral, o trabalho com as grande-
zas e medidas deve priorizar a sistematização e ampliação dos conhecimentos adqui-
ridos nos ciclos anteriores por meio da fluência, rigor e formalização da linguagem 
matemática com o intuito de que os estudantes façam uso das notações e simbolo-
gias dessa área de conhecimento. 

De acordo com os objetos de conhecimento e objetivos de aprendizagem e 
desenvolvimento, o ensino das conversões de unidades de medidas usuais e de área 
e perímetro prossegue sendo ampliado para aplicação em situações de resolução 
e elaboração de problemas. Destaca-se a introdução de novos objetos de ensino, 
como: medição de ângulos, volume (unidades de cúbicas de medida), conceito de 
escala e a ampliação de outras grandezas não trabalhadas nos ciclos anteriores 
(velocidade e densidade). 

O trabalho com a solução e elaboração de problemas, envolvendo o cálculo 
de medida de volume, a partir de unidades usuais (metro cúbico, decímetro cúbico 
e centímetro cúbico), permeia todos os anos do Ciclo Autoral (do 7º ao 9º ano do 
Ensino Fundamental). Por isso, é importante que o professor se preocupe com o 
planejamento de atividades investigativas que perpassem: (1) o reconhecimento de 
situações problema; (2) formulação de conjecturas; (3) validação e refinamento das 
conjecturas; e (4) argumentação, demonstração e avaliação do trabalho realizado. 
No Ciclo Autoral, apresenta-se como ótima oportunidade de trabalho com as datas 
de vencimentos de produtos, componentes químicos presentes, taxa de elementos 
nocivos à saúde, entre outros e pode dar sentido à importância das medidas. 

Leia o trecho de um relato de experiência de uma professora do 8º ano, que 
propôs um problema algébrico, envolvendo metro cúbico:

Para aprofundar sobre a abordagem 
teórica dos níveis de conhecimento 

leia o artigo “O estudo das noções 
de área e perímetro considerando os 
níveis de conhecimento esperado dos 
educandos como ferramenta didática” 
Disponível em http://www.lematec.net.
br/CDS/ENEM10/artigos/CC/T12_
CC900.pdf.
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A aula era de Matemática e o conteúdo era a construção de fórmulas para cálculo da 
conta de água. Assim que coloquei a situação no quadro, Pedro (13 anos) perguntou ironi-
camente, fazendo um movimento linear com os dois braços para representar o metro cúbico: 

− Professora, você está querendo dizer que a água que usamos em casa é vendida por 
metro cúbico?!!!! 

− Sim, Pedro. A água é vendida em metros cúbicos. 

Sem conter a admiração, Pedro retrucou e novamente fez o movimento com os bra-
ços, indicando que não tinha a representação mental do metro cúbico: 

− Metro cúbico, professora?! Fala Sério! Quer dizer que posso chegar lá na CAESB 
(Companhia de Água e Esgoto de Brasília) e pedir um metro de água? 

Neste momento tive a certeza de que Pedro não fazia ideia do que era um metro cú-
bico e, então, resolvi buscar ajuda na turma: 

− Gente, o que é um metro cúbico? 

A turma olhou-me espantada e parecia não ter entendido o que eu estava falando. 
Então, resolvi recomeçar por outro caminho. 

− Tá bom.... Vamos fazer o seguinte: digam-me o que é um metro quadrado. Mos-
trem-me na sala um metro quadrado. 

Alguns alunos se remexeram na carteira e apontaram para o retângulo de cimento 
no piso da sala, outros, no entanto, assistiam impassíveis o que estava acontecendo. Na 
verdade, pareciam não entender muito bem o que estávamos falando. Letícia (13 anos) foi a 
primeira a falar: 

− Ali no chão tem um metro quadrado. 

− Como podemos ter certeza de que é um metro quadrado? – Perguntei à turma. 

− Medindo, professora. Se for o metro quadrado, terá um metro assim e assim – fa-
lou Letícia, usando as mãos para indicar os lados do quadrado.  

Peguei uma fita métrica no armário e pedi a Pedro para medir. 

O retângulo tinha 1m x 1,10m, o que nos levou a conclusão que era maior que o 
metro quadrado (SILVA, 2007, p.3).

Agora reflita sobre os seguintes aspectos: 

Quais são os conhecimentos prévios dos estudantes sobre metro cúbico? Quais conhecimen-
tos recorrem na tentativa de estruturar mentalmente esta unidade de medida?

Qual seria a sua proposta didática de continuidade à aula para a construção desse conceito 
matemático? 

Com a palavra
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Ao final da leitura deste texto, analise os objetivos de aprendizagem e desen-
volvimento do documento relativos às grandezas e medidas, verificando a progressão 
dos objetivos de aprendizagem e desenvolvimento no ciclo em que você atua em 
relação às grandezas e medidas.

Grandezas geométricas: área e perímetro

Uma breve reflexão sobre as  
grandezas geométricas área e perímetro

Os conceitos de área e de perímetro são muito importantes de serem desen-
volvidos no Ensino Fundamental, pois são relevantes para a formação do cidadão. 
Nas atividades cotidianas, esses conceitos têm utilidade e surgem com muita frequ-
ência, pois o homem tem a necessidade de medir superfícies ou contornos de terre-
nos, pisos, paredes etc. Além de sua relevância utilitária, os conceitos de perímetro 
e de área estão presentes nos eixos do Currículo da Cidade como o de números, de 
grandezas e medidas e de álgebra, e por suas aplicações extramatemática. Porém, 
nem sempre as tarefas que envolvem essas grandezas geométricas são tão simples 
quanto parecem à primeira vista, ou seja, não basta saber fórmulas para calcular 
estas grandezas. 

O que você pensa a respeito do ensino de áreas e perímetros? Que tipo de dificuldades você 
acha que estas noções apresentam para os estudantes? Reflita sobre essas dificuldades e 
continue a leitura do texto.

Um dos problemas que envolve o ensino dessas grandezas é o caráter de revisão 
que livros didáticos dão a elas, sem levar em consideração uma abordagem conceitual. 

No Ciclo Interdisciplinar, essa noção é iniciada com figuras desenhadas em 
malhas quadriculadas e unidades de medida explícitas. As atividades propostas se 
assemelham mais às contagens do que à noção de área ou de perímetro e, apesar 
dessa iniciação, no Ciclo Autoral, ela é retomada em caráter de revisão, pois mui-
tas vezes se considera que os estudantes já construíram conhecimentos necessários 
para operar com estas grandezas. Em alguns casos, mesmo sem intencionalidade, 
as figuras geométricas planas e suas respectivas fórmulas para os cálculos de área e 
perímetro são introduzidas no Ciclo Autoral, sem a perspectiva de relacioná-las com 
os estudos realizados no Ciclo Interdisciplinar e de discutir os conceitos envolvidos.
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Mas existem outras questões que podem ser relacionadas às dificuldades 
com relação a essas noções. 

Uma delas se refere à confusão dos estudantes no que tange aos conceitos 
de área e de perímetro e às relações que estabelecem entre essas grandezas e que 
não são verdadeiras, por exemplo, quando comparam dois polígonos e concluem 
que a figura que tem a maior área tem necessariamente o maior perímetro. Uma das 
possíveis confusões é que essas grandezas geométricas são trabalhadas na escola de 
modo separado, raramente os estudantes se deparam com problemas em que essas 
duas grandezas geométricas estejam presentes ao mesmo tempo. Por exemplo: pedir 
para que comparem duas figuras com áreas iguais e perímetros diferentes ou duas 
figuras em que uma tem a maior área e a outra o menor perímetro ou propor que 
construam figuras em que essas situações possam ser observadas. Atividades dessa 
natureza criam maior possibilidade de compreensão dessas grandezas geométricas. 

Outra dificuldade se refere à falta de identificação das grandezas, áreas e 
perímetros, se essas não estiverem explícitas no enunciado de um problema. Os dois 
problemas a seguir envolvem uma figura retangular, com as mesmas medidas, para 
ser calculada a área. Os estudantes do Ciclo Interdisciplinar têm mais sucesso na 
resolução do segundo problema do que no primeiro. 

1.	 Um jardim retangular mede 6 metros de frente por 9 metros de fundos. 
Quantos metros quadrados de grama é preciso comprar para cobrir todo 
o jardim? 

2.	 Um retângulo mede 6 cm de base e 9 cm de altura. Qual é sua área?

Por que você acha que os estudantes apresentam mais facilidade para resolver o problema 
2? Quais são as implicações que conduzem a esse fato?

Outro aspecto a ser salientado é relativo ao uso de fórmulas para obtenção de 
áreas e perímetros. O que se nota é que os estudantes utilizam essas fórmulas mecani-
camente e acabam obtendo respostas que não são capazes de analisar, além de esque-
cê-las rapidamente. Assim, é importante que o trabalho se apoie em procedimentos 
que favoreçam a compreensão das noções envolvidas como a decomposição de uma 
figura plana em outras figuras mais simples cujas áreas são conhecidas. Isso pode fa-
cilitar a compreensão do conceito de área. O conceito de área envolve o conceito de 
“quantas unidades cabem”, ou seja, o conceito de unidade de medida e o de medida. 
A área pode ser calculada por procedimentos de contagem, quando usado o papel 
quadriculado, por ladrilhamento, por estimativas e por aproximação. 

Retome o texto O Ensino e a Aprendizagem das Grandezas e Medidas que aprofunda a ideia 
de “quantos cabem” presente na construção do conceito de medida.
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A maneira de abordar essas grandezas também pode gerar problemas. Por 
exemplo, quando se apresenta o conceito perímetro como a “soma das medidas de 
todos os lados de um polígono” pode acarretar um obstáculo didático, pois nem 
sempre as figuras planas são formadas apenas por segmentos de reta, como é o caso 
do círculo e de figuras irregulares compostas por segmentos de retas e partes curvas. 
O perímetro de uma figura plana corresponde ao contorno dessa figura. 

As dificuldades apresentadas neste texto podem gerar certo desconforto, pois sem 
identificá-las parece que o que é ensinado nas aulas não é aprendido pelos estudantes.  

O que é importante ensinar em relação ao estudo das noções de área e perímetro? Verifique 
os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento dos Ciclos Interdisciplinar e Autoral para 
ver como esse assunto está abordado.

Atualmente, no cenário acadêmico, algumas pesquisas apontam caminhos 
para o trabalho específico com as noções de área e perímetro. Essas pesquisas bus-
cam, por meio de abordagens didáticas, fornecer elementos para reflexão que permi-
tem analisar de forma pontual em que residem as dificuldades em relação ao estudo 
destas noções matemáticas.

O trabalho de Bellemain e Lima (2002), fundamentado na pesquisa desen-
volvida por Douady e Perrin-Glorian (1989), destaca algumas dificuldades aponta-
das neste texto.  Segundo os autores:

[...] o cálculo de área é usualmente ensinado através de fórmulas de 
área, que são funções que fornecem a medida da área, em termos do 
comprimento de segmentos associados à figura. Este procedimento é 
indispensável para o cálculo de áreas, mas, em sua utilização, têm sido 
verificadas persistentes dificuldades entre os alunos. Uma delas é a con-
fusão entre área e perímetro; outra é a extensão indevida da validade das 
fórmulas de área: a área de um paralelogramo é o produto dos lados 
(BELLEMAIN; LIMA, 2002, p.27).

No quadro a seguir, apresentamos um estudo de Douady, destacado por 
Bellemain e Lima (2002), que mostra que o conceito de área pode estar atrelado a 
quadros numérico, geométrico ou das grandezas. Esses três quadros devem ser tra-
balhados em conjunto para que os estudantes se apropriem do conceito de área e 
tenham autonomia para resolver problemas, envolvendo esse conceito. 

Quadro 1- Conceito de área nos diferentes quadros

Quadro geométrico Constituído por superfícies planas

Quadro numérico
Constituído das medidas da área das superfícies, que pertencem ao conjunto dos 
números reais não negativos

Quadro das grandezas
Contexto próprio das noções de área, que integra os dois primeiros e é caracterizado 
formalmente como classes de equivalência de superfícies de mesma área.

Fonte: BELLEMAIN e LIMA, 2002, p.28/29
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Nesta concepção, a área de uma superfície plana se mostra um objeto mate-
mático distinto da superfície plana, uma vez que superfícies diferentes podem pos-
suir a mesma área. Também é possível se distinguir o número que está associado a 
esta superfície quando se trabalha com uma superfície unitária para medi-la (uni-
dade de medida), pois mudar a superfície unitária altera a medida da área, mas a 
área permanece a mesma (BELLEMAIN; LIMA, 2002). Nesse último caso, podemos 
mencionar o trabalho que se inicia no Ciclo Interdisciplinar, ao usar o quadradinho 
da malha quadriculada como unidade de medida.

De acordo com Bellemain e Lima (2002) a construção das relações entre 
área e perímetro é um processo complexo e dura por vários anos na escolarização. 
É preciso levar em conta que, entre essas duas grandezas geométricas, existe um 
processo duplo de diferenciação e de coordenação. É necessário, ao mesmo tempo, 
diferenciar propriedades simultâneas presentes em uma figura (o comprimento do 
contorno de uma superfície e a área dela) e coordenar essas mesmas propriedades 
no caso da apropriação de fórmulas.

Os autores destacam, ainda, que na aprendizagem dessas grandezas geométri-
cas, ficam evidentes tipos de erros variados etiquetados sob a expressão “o estudante 
não dissocia área e perímetro” e apresentam uma abordagem dessas noções a partir de 
4 aspectos diferentes (topológico, dimensional, computacional, variacional).  

Quadro 2 - Aspectos diferentes para abordagem de áreas e perímetros

Topológico Os conceitos de área e perímetro correspondem a objetos geométricos distintos, a área 
associada à superfície de uma figura plana e o perímetro a seu contorno.

Dimensional

Uma superfície e seu contorno são objetos matemáticos de naturezas distintas no que diz 
respeito às suas dimensões. A área envolve duas dimensões e o perímetro uma. Isso traz 
consequências imediatas sobre o uso das unidades de medida adequadas para expressar 
as medidas de área e perímetro. 

Computacional Corresponde aos cálculos dessas grandezas, à aquisição das fórmulas de área e perímetro 
de figuras usuais.

Variacional Consiste na aceitação de que área e perímetro não variam necessariamente do mesmo 
modo, ou seja, superfícies de mesma área podem ter perímetros distintos e vice-versa.

Fonte: BELLEMAIN e LIMA, 2002, p.30

Você já tinha pensado sobre esses quatro aspectos no ensino dessas grandezas? Qual 
deles você privilegia em suas aulas? Já tinha percebido que esses aspectos devem ser 
trabalhados interligados?
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Esses quatro aspectos devem ser focalizados, imbricadamente, nas aulas de 
Matemática, quando se trata do ensino dessas grandezas geométricas. 

É importante considerar também que se faz necessário um estudo mais de-
talhado, principalmente se desejar propor tarefas matemáticas associadas ao coti-
diano dos estudantes para auxiliá-los a compreenderem uma nova noção, pois, além 
da relação com o mundo que os cerca, é preciso reconhecer seus conhecimentos 
prévios e o nível desses conhecimentos, verificando se são compatíveis com a tarefa 
proposta. É importante observar, ainda, que a articulação entre os conhecimentos 
matemáticos e cotidianos dos estudantes deve ser trabalhada explicitamente pelo 
professor para que se tornem situações de referência e possam auxiliar na construção 
dos conceitos de área e perímetro. 

Com base nas considerações realizadas até o momento, optamos, aqui, por 
apresentar algumas questões didáticas sobre o ensino das noções de área e períme-
tro para provocar uma reflexão com relação ao ensino dessas grandezas geométricas. 
Em nossa abordagem, tentaremos evidenciar que, muitas vezes, os estudantes não 
resolvem determinadas tarefas porque o tipo de mobilização de conteúdos neces-
sários à sua resolução depende explicitamente do nível de conhecimento a que se 
encontra associada determinada tarefa. Para explicar essa questão, apresentaremos 
a abordagem teórica da pesquisadora francesa Aline Robert (1998), que pontua tais 
níveis como aqueles de funcionamento do conhecimento e os classifica em três cate-
gorias: técnico, mobilizável e disponível.

Uma abordagem didática para  
as noções de área e perímetro

A importância do estudo dos níveis de conhecimento, esperados dos estu-
dantes, vem do fato de que professores, muitas vezes, mesmo que de maneira implí-
cita, esperam dos estudantes certa disponibilidade de conhecimentos e se mostram 
preocupados quando esses demonstram desconhecê-los (ROBERT, 1998). 

No geral, espera-se que o estudante mobilize conhecimentos para resolução 
das tarefas que são propostas, levando em conta a etapa da escolaridade em que 
ele se encontra. Mas dificilmente seus conhecimentos prévios são considerados e, 
mesmo que estes sejam levados em consideração, não se adequam as tarefas ao 
diagnóstico realizado. 

Você saberia dizer o que significam os níveis técnico, mobilizável e disponível?

Para melhor compreensão da questão acima, apresentamos uma síntese 
dos três níveis de conhecimento esperados dos estudantes, conforme a abordagem 
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teórica de Robert (1998), em que faremos a conexão dessa abordagem didática 
articulada às noções de área e perímetro.

Segundo a autora, o nível técnico corresponde à resolução de uma tarefa de 
imediato. Sua solução está associada à utilização de uma ferramenta, por exemplo, a 
aplicação imediata de uma fórmula ou um teorema. O conceito está explícito e não 
são necessárias adaptações ou mobilização de outros conteúdos.

Fonte: SANTOS, 2008a, p. 26

Figura 1  – tarefa nível técnico

Nesse exemplo, podemos verificar que a resolução da tarefa é imediata, pois 
depende apenas da aplicação da fórmula de cálculo de área e de perímetro do re-
tângulo, uma vez que as medidas dos seus lados são fornecidas junto à figura de 
maneira explícita. 

Em certos momentos, é importante trabalhar o nível técnico, porém também 
é necessário articulá-lo com os níveis mobilizável e o disponível. 

Para o nível mobilizável, já existe uma justaposição de saberes de um deter-
minado objeto, ou seja, corresponde à resolução de uma tarefa em que, apesar de 
o objeto estar explícito, é necessária uma pequena adaptação, e é preciso mobilizar 
outros conhecimentos para resolução da tarefa.

 Neste nível, a resolução da tarefa não se encontra associada apenas à pura 
aplicação de uma fórmula ou teorema, é preciso fazer uma adaptação. A figura 2 
apresenta uma tarefa no nível mobilizável.

Com base no retângulo abaixo, calcule sua área e perímetro:

3 cm

9 cm



Orientações Didáticas do Currículo da Cidade

30

Matemática 

Determinea área e o perímetro de um quadrado cujo lado mede 12 cm

12 cm

Fonte: Adaptado de  SANTOS, 2008a, p. 27

Figura  2  – tarefa nível mobilizável

Nesta tarefa, é possível perceber que o objeto está explícito, porém cabe ao 
estudante identificar a figura (quadrado) e suas propriedades (lados com a mesma 
medida), além de uma maneira que permita calcular a área e o perímetro solicitados. 
Podemos verificar a diferença entre esta situação e a anterior, uma vez que, no nível 
mobilizável, apenas o conhecimento de fórmulas não é o suficiente para solucionar 
a situação proposta em um primeiro momento. 

Nesse nível, aceita-se ainda uma indicação ou ajuda do professor para que o 
estudante resolva a tarefa proposta.

Vejamos outro exemplo de uma tarefa no nível mobilizável:

Um disco de pizza tem 40 cm de diâmetro. Essa pizza está dividida em 8 fatias iguais.  
Use π = 3.14 e determine a área aproximada de cada fatia.

Nesse exemplo, a primeira adaptação que o estudante deve fazer é lembrar 
que, para o cálculo de área de um círculo, é necessário dividir seu diâmetro por 2, ou 
seja, ele precisa primeiro encontrar o raio e, posteriormente, observar que o solicita-
do não é a área da pizza e sim de cada fatia em que ela foi dividida. Aqui, apesar da 
noção de área ser explícita, são necessárias algumas adaptações para que os estu-
dantes resolvam com êxito a tarefa proposta.

Segundo Robert (1998), o nível disponível é aquele em que o estudante deve 
resolver a tarefa proposta sem nenhuma indicação ou ajuda do professor. Neste 
nível o objeto não está explícito. É necessário recorrer a conhecimentos anteriores e 
articular representações, diferentes noções etc. 

Vejamos o exemplo de tarefa nível mobilizável:

Em torno de uma quadra de futebol de salão, de comprimento 15m e largura 8m, deseja-se 
deixar uma faixa de largura constante. A área da quadra, com a faixa, deve ser 198 m2. Qual 

deve ser a largura da faixa?

Fonte: IEZZI; DOLCE e MACHADO, 2005, p.62.
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Esse nível representa tarefas que significam um desafio, uma vez que o estu-
dante deve organizar seus conhecimentos anteriores de forma a planejar a solução 
do que é proposto na tarefa.

Nesse exemplo, é necessário que o estudante faça o esboço de uma quadra, 
sabendo que, no geral, as quadras de futebol de salão são retangulares e, ainda, dis-
ponha da noção algébrica sobre equações polinomiais de 2º grau. Assim, os objetos 
usados para a resolução desse problema não são explícitos. A resolução necessita 
de mobilização e de articulação de objetos do conhecimento matemático, de repre-
sentações matemáticas e da forma como estudantes colocam em funcionamento 
conhecimentos aprendidos anteriormente. Consideramos que, para efetivação desse 
processo, a aprendizagem não pode se fazer apoiada em procedimentos mecânicos 
e, muito menos, de forma compartimentada. 

Vejamos outro exemplo, esse de tarefa nível disponível:

Um pintor cobra R$ 5,00 por metro quadrado de parede, que ele pinta, e R$ 3,00 por metro linear 
de rodapé colocado. Quanto ele deve cobrar para colocar rodapé, pintar as quatro paredes e o 
teto de um salão de 10 m de comprimento, 6 m de largura e 3 m de altura?

Fonte: Adaptado de IEZZI, DOLCE e MACHADO, 2005, p.264

Na tarefa apresentada acima, a noção de área e perímetro não é explícita, ape-
sar de ser necessária para sua solução. O estudante deve buscar, em seus conhecimen-
tos anteriores, os objetos matemáticos envolvidos (área e perímetro), as ferramentas 
matemáticas adequadas para resolver a situação e, também, organizar as informações 
apresentadas no enunciado de forma a utilizá-las para a solução da tarefa.  

Os exemplos citados mostram a importância de o educando saber mobilizar 
conhecimentos de nível técnico para a solução das tarefas propostas, em que os ní-
veis exigidos são o mobilizável e disponível e deixam evidentes as diferenças existentes 
entre os três níveis.

Quais níveis você tem priorizado em sala de aula? Qual a importância do trabalho com 
a variação dos níveis de conhecimento? 

Algumas considerações sobre o  
estudo das noções de área e perímetro

Buscamos, por meio destas reflexões, enfatizar que a “forma como se ensi-
na”, provavelmente, é mais importante do que “o que se ensina”. As maneiras de 
ensinar podem levar os estudantes a apresentar dificuldades para desenvolver habili-
dades necessárias à articulação e mobilização de conhecimentos matemáticos. 
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É importante lembrar que há necessidade de trabalho com os três níveis de 
conhecimento e que o domínio de tarefas de nível técnico é fundamental para a solu-
ção de tarefas que levem em consideração os níveis mobilizável e disponível. 

As categorias, apresentadas por Aline Robert (1998), funcionam como uma 
ferramenta de análise, possibilitando a elaboração de sequências didáticas que per-
mitem a evolução dos estudantes nos seus conhecimentos e elaboração de estraté-
gias metodológicas e didáticas para a superação de suas dificuldades por parte de 
professores. 

Dessa forma, é importante que a aprendizagem esteja associada à articula-
ção dos três níveis de conhecimento, ou seja, o estudante deve mobilizar conheci-
mento de nível técnico, que é uma ferramenta necessária para a solução de tarefas 
de níveis mais complexos. 

É necessário, também, que no trabalho de sala de aula se ressaltem as di-
ferenças conceituais de área e perímetro, pois são duas grandezas geométricas que 
acabam trabalhando conjuntamente e que são necessárias não somente em tarefas 
habituais com aplicações de fórmulas, mas também um importante articulador na 
resolução de tarefas de outros eixos matemáticos do Currículo da Cidade. 
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Eixo Geometria

Relações Espaciais

Introdução

Neste texto, vamos discutir o ensino das noções espaciais.

Você já percebeu que muitas pessoas, mesmo na idade adulta, ainda têm problemas 
para se localizar e para dar informações sobre a localização de um determinado objeto? 
As noções espaciais não são intuitivas, têm vocabulário próprio e precisam ser desen-
volvidas na escola. Você trabalha com esse tema com os estudantes? Que objetos do 
conhecimento você procura selecionar para o seu trabalho?

Reflita sobre esses objetos de conhecimento e continue a leitura do texto.

Noção Espacial 

Para desenvolver noções espaciais, é importante que as crianças e os adoles-
centes tenham oportunidade de vivenciar o espaço que estão inseridos por meio de ati-
vidades práticas exploratórias como: informar a localização de pessoas e objetos. Curi 
(2013) destaca que esse tema é relativamente novo nos currículos. Para a autora, é 
uma temática que precisa estar relacionada ao seu uso social. Outro ponto fundamen-
tal que destaca é que as interações propiciadas pelas diversas formas de comunicação 
caracterizam a aquisição de competências geométricas iniciais de naturezas distintas, 
sendo elas: a primeira refere-se à comunicação com o uso de vocabulário próprio e 
compreensível não só pelos estudantes, mas também no ambiente social; a segunda 
envolve a leitura e interpretação do espaço, essencial para a compreensão de noções 
espaciais e de seus elementos e a terceira abrange as construções de representações do 
espaço. São habilidades distintas, afinal, é muito diferente descrever e compreender 
um espaço já representado, de representá-lo.  Essas três competências são imbricadas, 
mas, quando separadas, ajudam o professor na exploração do vocabulário, na com-
preensão do espaço e na construção de representações espaciais.
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Pense nessas três competências (comunicar, interpretar e representar o espaço) e nos 
objetos de conhecimento indicados no Currículo da Cidade. Faça uma reflexão a respei-
to e reorganize sua prática para que essas competências sejam contempladas no plane-
jamento das suas aulas sobre as relações espaciais.

 

Os objetos do conhecimento e os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento, 
descritos no Currículo da Cidade - Matemática, exploram essas três competências que 
vão se ampliando ano a ano, ciclo a ciclo, desde o primeiro ano do Ensino Fundamental.

O trabalho com representações envolve, ainda, “o tamanho do espaço”. 
Galvez (1996) estabelece três tipos de espaço: micro espaço, meso espaço e macro 
espaço. Denomina micro espaço aquele em que o sujeito pode contemplar, de uma 
só vista, o espaço em sua totalidade, por exemplo, uma folha de caderno, a tela do 
computador, a mesa de trabalho, uma folha de sulfite, etc. Meso espaço é a porção 
do espaço físico que exige pequenos deslocamentos ou mais de um ponto de vista 
para ser visto em sua totalidade, por exemplo, a sala de aula, o pátio da escola, a bi-
blioteca etc. Macro espaço é aquele em que é impossível obter uma percepção direta 
em sua totalidade, mesmo com pequenos deslocamentos ou pontos de vista, como 
o bairro, a cidade, o quarteirão da escola. 

Consideramos que os diferentes “tamanhos” do espaço requerem diversos 
tipos de procedimentos e modos de relacionar os objetos presentes naquela parte 
do espaço, ou seja, os diferentes “tamanhos” de espaço implicam em usar modelos 
conceituais diferentes para orientar as ações do sujeito. Na didática da Matemática, 
o “tamanho” do espaço pode ser considerado uma variável didática e pode orientar 
o professor em suas tomadas de decisão em relação ao espaço a ser explorado. 

Com o objetivo de identificar as hipóteses sobre a construção das relações es-
paciais, neste texto, analisamos as representações gráficas construídas por crianças 
de 8 ou 9 anos de uma escola da Rede Municipal de São Paulo em 2014.

Você já parou para refletir acerca das hipóteses que os estudantes constroem sobre as 
relações espaciais? Como eles pensam e concebem o espaço?

Para que as crianças e adolescentes avancem nas suas hipóteses com relação 
à construção do espaço, é necessário que o professor tenha aportes teóricos que lhes 
deem condições de analisar suas representações espaciais e de fazer intervenções 
necessárias para que avancem em suas construções. Por esse motivo, passamos a 
apresentar teóricos que poderão ajudar os professores na sua tarefa de trabalhar 
com as relações espaciais.
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Algumas contribuições teóricas

Os estágios do desenho definidos por Luquet (1927) permitem ao professor 
analisar as representações espaciais construídas pelas crianças. São eles: realismo 
fortuito, realismo falhado ou incapacidade sintética, realismo intelectual e realismo 
visual. Piaget e Inhelder (1993) adotaram os estágios do desenho definidos por Lu-
quet (1927), por considerar em que eles revelam uma notável convergência com a 
evolução mental e a geometria espontânea da criança. 

Atualmente, estudos de Clements e Sarama (2000) afirmam que os estágios 
do pensamento geométrico e as etapas da aquisição da noção espacial não são rí-
gidos. Por isso, nos dois primeiros ciclos do Ensino Fundamental (Alfabetização e 
Interdisciplinar), o professor pode encontrar nas representações dos estudantes to-
das as características gráficas descritas por Luquet (1927), ou seja, os professores 
podem encontrar nos desenhos das crianças traços referentes ao realismo falhado, 
realismo intelectual e realismo visual. 

Luquet (1927) baseia-se no que denomina de realismo para analisar o dese-
nho da criança. O autor refere-se a realismo como a qualidade do desenho ser aná-
loga a um objeto, está atrelada ao conceito de “compreensão” das características 
gerais do “objeto”. Segundo o autor, há duas espécies de desenho: o figurativo e o 
desenho não figurativo, ou em um sentido mais amplo, o geométrico. É a esse segun-
do tipo de desenho que este texto vai se ater. 

Realismo Fortuito

Essa fase do desenho infantil, denominada por Luquet (1927) como realismo 
fortuito, é caracterizada pelo desenho involuntário e pelo fato de a criança verificar 
que seu traçado produz acidentalmente uma similaridade com um objeto que tenha 
a intenção de desenhar.

A criança, produzindo um desenho, pode encontrar ocasionalmente similari-
dades entre seu desenho e os objetos que estaria desenhando, outras vezes não. Mui-
tas vezes, a criança tem a intenção de desenhar um barco, por exemplo e, ao final do 
desenho, relaciona seu traçado com uma casa, interpretando aquele desenho como 
o desenho de uma casa. Às vezes, ela faz o traçado do barco e relaciona-o com esse 
objeto, interpretando a sua representação como um barco. A partir de várias tenta-
tivas, a habilidade gráfica da criança vai melhorando e ela começa a relacionar seu 
desenho com o objeto que tinha a intenção de desenhar. 
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Realismo Falhado 

Aos poucos, o desenho involuntário característico do realismo fortuito é 
substituído pelo desenho voluntário característico do realismo falhado. 

Segundo Luquet (1927), é nesse estágio que as crianças dão detalhes ao de-
senho que, para elas, naquele momento, são importantes. Afirma que, nesta fase, 
somente estão preocupadas em representar cada um dos objetos de forma diferente, 
não integrando os objetos que compõem o espaço em sua totalidade. Para Piaget 
e Inhelder (1993) é neste estágio que as crianças iniciam a representação do espa-
ço por meio das relações topológicas, ou seja, das propriedades gerais dos objetos 
como: vizinhança, separação, continuidade e descontinuidade.  

Segundo Luquet (1927), uma vez que a criança se propõe a desenhar, sua in-
tenção é que seja realista, mas não chega a ser. A criança encontra alguns obstáculos. 
O primeiro é de ordem puramente física, pois ainda não consegue controlar plena-
mente os seus movimentos gráficos. Outro se refere à limitação da sua atenção. Para 
o autor, isso explica por que, nos seus primeiros desenhos, a criança reproduz um 
número muito restrito de elementos do objeto ou do espaço representado. Isto não 
quer dizer que a criança ignore a existência dos pormenores que não representa, pois, 
quando enuncia verbalmente sua representação, afirma que inicia um desenho com 
intenção de representação de todos os pormenores que pensa, mas que, por causa dos 
obstáculos gráficos, essa intenção se enfraquece rapidamente. A criança não dá conta 
de aplicar simultaneamente no seu desenho um duplo fim: pensar no que é preciso re-
presentar e cuidar dos movimentos gráficos, necessários para sua representação. Uma 
característica fundamental da fase do realismo falhado é denominada de incapacida-
de sintética, que é uma “imperfeição do desenho”, seja nas proporções, nas relações 
entre os elementos ou pela falta de orientação (LUQUET, 1927, p. 150). “A criança 
não chega a sintetizar num conjunto coerente dos diferentes pormenores que desenha, 
pois tem a preocupação exclusiva de os representar cada um por si” (LUQUET, 1927, 
p. 223). O processo se manifesta em diversas relações, especialmente nas proporções. 
No geral, os desenhos mostram a falta de proporção entre os pés e a cabeça de um 
animal, por exemplo. A falta de proporcionalidade pode resultar no uso inadequado 
do espaço disponível para o desenho. Luquet (1927) afirma que a falta de capacidade 
sintética diminui na medida em que a criança fica mais atenta. 

Realismo Intelectual 	

Para Luquet (1927) quando a criança supera a incapacidade sintética, o 
desenho infantil torna-se plenamente realista, representando os pormenores do 
objeto ou do espaço. O autor classifica essa fase do desenho como sendo Rea-
lismo Intelectual. Ele afirma que “O realismo intelectual traz ao desenho contra-
dições flagrantes com a experiência [...]. Elas escapam à criança porque ela tem 
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a sua atenção totalmente monopolizada pela execução do desenho, durante e 
depois da execução.” (LUQUET, 1927, p. 188). 

Afirma ainda o autor que, nesse nível, a criança representa todo o conheci-
mento que possui do objeto, não só pelo que vê, mas por tudo o que ali existe ou 
ela sabe que são invisíveis, mas estão em sua mente. Um desenho deve conter todos 
os elementos reais do objeto, mesmo os que estão invisíveis. O realismo intelectual 
leva a criança a utilizar diversos processos, criados por ela mesma, para representar 
o que deseja como descontinuidade, rebatimento, transparência e planificação. No 
que se refere à transparência, ao representar uma casa, a criança desenha também 
os móveis que estão dentro, evidenciando elementos não visíveis. Na planificação, a 
representação do objeto é vista por cima como numa planta baixa. No rebatimento, 
o objeto é representado de forma rebatida como unido por um eixo. O processo da 
descontinuidade aparece quando destaca os detalhes separadamente, os quais no 
objeto real estão integrados. Ela destaca os pormenores de um desenho que na rea-
lidade se confundem e se ocultam. A criança desenha, mostrando os dois lados do 
mesmo objeto, ou seja, rebate os objetos frente a frente, como se estivessem unidos 
por um eixo. O objeto é representado em projeção no solo, como se fosse visto em li-
nha reta, evidenciando uma “mudança de ponto de vista”. Esses processos, às vezes, 
são usados separadamente e em outras não. A criança pode, por exemplo, planificar 
uma casa como se estivesse visto de cima, usar o processo de transparência, dese-
nhando uma cama para indicar o quarto, e a mudança de ponto de vista para indicar 
a garagem que não poderia ser vista de cima, não obedecendo a um único ponto de 
vista. Às vezes, as crianças costumam nomear os objetos para que não haja dúvidas 
do que estão representando ou, mesmo, se utilizam de uma legenda. 

Realismo Visual 

Luquet (1927) aponta que o realismo visual exclui os diferentes processos do 
desenho impostos pelo realismo intelectual, ou seja, a transparência dá lugar à opaci-
dade, o rebatimento e a mudança de ponto de vista são substituídos pela perspectiva 
que os equivale no realismo visual, a perspectiva modifica o aspecto que apresenta a li-
nha de um objeto ou de um detalhe visto de frente. Luquet (1927) considera que, nessa 
fase, a criança se preocupa em representar, no desenho, todos os elementos possíveis 
que constituem o objeto representado. As crianças misturam pontos de vista para que 
o outro entenda sua representação e para que ela tenha certeza que sua representação 
será entendida pelo outro. Costuma-se utilizar de desenhos e legendas para nomear os 
objetos representados. Luquet (1927) afirma que os progressos gráficos não surgem 
de uma só vez, pois requerem uma luta contra os hábitos contrários profundamente 
enraizados em seu modo de desenhar. Segundo o autor, “a fase do realismo visual não 
se fixa de imediato, podendo o realismo intelectual reaparecer nos desenhos das crian-
ças, e ainda, num mesmo desenho, certas partes são conformes ao realismo intelectual 
e em outras partes são conformes ao realismo visual” (LUQUET, 1927, p. 191). 
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Luquet (1927) faz uma distinção importante entre o realismo intelectual e o 
realismo visual. Ele denomina realismo visual para a representação visual (“daquilo 
que se vê”) e realismo intelectual (“daquilo que se sabe”) para a representação dos 
objetos pelo conhecimento. Para o autor, a criança se utiliza desses dois processos 
para representar graficamente um objeto. 

Segundo Piaget e Inhelder (1993), com o realismo visual as crianças abando-
nam as relações projetivas e euclidianas1 como independentes, e passam a construí-
-las interligadas. Os objetos passam a ser representados de acordo com essa nova 
perspectiva, e essa nova etapa de construção da representação faz com que haja um 
aprimoramento de representações gráficas espaciais. 

Tanto Piaget e Inhelder (1993), como Luquet (1927), afirmam que a passa-
gem de um nível ao outro exige o abandono de alguns elementos e, nessa passagem, 
certos aspectos do desenho, como os estágios do realismo e as propriedades do 
espaço topológico, se conservam e outros não. Os autores confirmam que, seja qual 
for a idade em que se prolongue o período do desenho infantil para um determinado 
indivíduo, o seu fim é marcado pela renúncia ao realismo intelectual como modo de 
representação gráfica, pelo firme propósito de se conformar com a aparência visual, 
ainda que obstáculos diversos impeçam esta intenção de se realizar plenamente. 

Em relação aos estágios do desenho, Luquet (1927) ressalta que as experiên-
cias individuais das crianças determinam as especificidades em cada estágio. Ainda 
segundo o autor, as idades das crianças não interferem diretamente nas fases em que 
elas se encontram e sim as oportunidades de interações com o objeto de conheci-
mento. Nesta direção, os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento do Currículo 
da Cidade foram construídos de forma que haja a interação do sujeito com o objeto 
de conhecimento e para que os estudantes possam transitar de um nível para outro 
na construção das representações do espaço.

Assim, deve ser estimulada a representação de desenhos pelos alunos, ora 
da sua própria casa, ora do caminho e seus encontros, ou da sua família, animais, 
viagens feitas, no sentido de irem se tornando costumeiras as representações gráficas 
de locais, pessoas e objetos. 

Faça um resumo das fases do desenho e procure analisar os protocolos dos estudantes 
apresentados a seguir de acordo com as suas características. Observe também as repre-
sentações espaciais construídas por seus estudantes e procure analisá-las de acordo com 
as fases do desenho já estudadas. 

1   As relações projetivas permitem a coordenação dos objetos entre si em um dado ponto de vista. As relações euclidianas acontecem 
simultaneamente às projetivas e têm nelas sua referência. Consideram os deslocamentos, as relações métricas e a colocação dos objetos 
coordenados entre si em um sistema de coordenadas.
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Análise de atividades realizadas por crianças da 
Rede Municipal de Ensino de São Paulo

Neste trecho do texto, apesentamos parte da pesquisa desenvolvida por Ma-
riano (2015) com crianças do 3º ano do Ensino Fundamental. As representações 
gráficas do espaço foram organizadas a partir das fases do desenho descritas por 
Luquet (1927). 

Passamos à análise das representações espaciais a partir do relato de experi-
ência de algumas atividades.

Atividade “Eu me sento aqui!”

Na atividade denominada “Eu me sento aqui”, as crianças precisavam desenhar 
a sala de aula, indicar o local em que se sentavam e que amigos estavam sentados à 
sua direita e à sua esquerda. O objetivo era que as crianças demonstrassem conceitos 
adquiridos sobre lateralidade presentes nas relações topológicas. A seguir, mostramos 
algumas representações gráficas, todas do arquivo pessoal da professora pesquisadora. 

Fonte: MARIANO, 2015, p. 19.

Figura 3  - Sobressai o que julga importante, noção de lateralidade.

Leia o produto educacional:  
Aprendizagens de crianças de terceiro ano do ensino fundamental no que se refere à construção do 
espaço, suas relações e representações de autoria, de Solange de Fátima Soares Mariano. 
Disponível em: http://www.cruzeirodosul.edu.br/wp-content/uploads/2016/12/PE_
SolangeF%C3%A1timaSoaresMariano-2015-Vpublicada.pdf. Acesso em junho de 2017.
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Fonte: MARIANO, 2015, p. 19.

Figura 4 - Evidênciado percurso e adição de elementos do espaço

Fonte: MARIANO, 2015, p. 20.

Figura 5 - Exagero de proporcionalidade, noção de lateralidade

Nessas representações, observamos a fase do realismo falhado em que há 
tentativa de representar a sala de aula, mas, conforme estudos de Luquet (1927), 
sobressai a importância do que as crianças julgam ser necessário para que compre-
endam seu desenho. É justamente isso que aparece evidenciado nas figuras 3 e 5 as 
crianças somente se preocupam em desenhar sua localização e dos amigos. Já na 
figura 4 a criança até se arrisca a desenhar os elementos contidos nesse espaço como 
a lousa e carteiras, mas a predominância fica em demonstrar o posicionamento seu e 
dos amigos. Sobre a questão da relação de lateralidade, as crianças demonstram que 
construíram conhecimentos e ratificam esses conhecimentos, frisando bem quem 
está à sua direita e à sua esquerda (figuras 4 e 5). Porém, na figura 5 a criança não 
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conseguiu demonstrar por completo esse conhecimento, o que seria explicado pela 
negligência de tangência ou de inclusão de elementos que compõem o objeto dese-
nhado (LUQUET, 1927).

Atividade “Mapa do percurso na sala de aula”

Nesta atividade, após vivenciarem experiências de deslocamentos na sala de 
aula, as crianças representaram graficamente o espaço.  Primeiro foi realizado um 
diagnóstico para verificar se a turma sabia seguir instruções e conhecia o vocabulário 
apropriado para localização e movimentação espacial. A atividade tinha as seguintes 
instruções: a partir do lugar que você senta, ande 3 passos em frente, vire à direita 
e siga 2 passos, vire à esquerda e siga um passo, ande em frente mais um passo. 
Marque o ponto que chegou. Depois de identificar os conhecimentos prévios e fazer 
intervenções, foi solicitado que uma criança fizesse a comanda de um percurso na 
sala de aula e outra realizasse esse trajeto. Essa vivência foi repetida algumas vezes e 
depois as crianças desenharam o último trajeto realizado na sala. 

Quando os desenhos ficaram prontos, foram socializados com objetivo de 
verificar se as crianças observaram a comanda e se fizeram o trajeto com algum 
tipo de orientação, símbolo, setas que indicassem a comanda recebida. Vejamos 
algumas representações do Arquivo da professora pesquisadora Solange de Fátima 
Soares Mariano:

Fonte: MARIANO, 2015, p. 14.

Figura 6 - Evidência de percurso
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Fonte: MARIANO, 2015, p. 14.

Figura 7 - Evidência do percurso e adição de pormenores

Figura 8 - Evidência do percurso

Fonte: MARIANO, 2015, p. 14.

Figura 8 - Evidência do percurso

Nas representações, percebe-se o que Luquet (1927) denomina de realismo 
falhado. Ele afirma que a criança desenha somente o que julga ser mais importante. 
Piaget e Inhelder (1993) entendem, por Relações Topológicas, as primeiras relações 
construídas pela criança que dizem respeito às características dos objetos em si mes-
mos, utilizando seu próprio corpo como referência, revelando suas relações. Nos de-
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senhos, as crianças evidenciam o percurso realizado, utilizando setas e legendas para 
marcar o trajeto. Elas não registraram outros elementos que compõem o espaço da 
sala de aula, evidenciando características dessa fase. Observamos algumas relações 
topológicas: a relação topológica de vizinhança, presente em todos os desenhos, 
pois os elementos desenhados estão próximos uns dos outros. Outra relação topo-
lógica presente é de separação. Observamos que as crianças representam, de forma 
distinta, alguns elementos do espaço, como a porta, as carteiras etc. A Relação de 
vizinhança é a mais elementar. Envolve a proximidade entre os elementos de um de-
terminado campo de observação, ou seja, o espaço e os elementos que o constitui 
são observados de maneira uniforme. A Relação de separação se revela quando as 
representações dos elementos do espaço são feitas de forma distinta. Cabe obser-
var, nos desenhos do arquivo da Professora Solange F. S. Mariano, a relação de 
ordem nos elementos.

Fonte: MARIANO, 2015, p. 22.

Figura 9 - Exagero de proporcionalidade, noção de lateralidade

Fonte: MARIANO, 2015, p. 23.

Figura 10 - Processo de rebatimento dos elementos da sala
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Fonte: MARIANO, 2015, p. 23.

Figura 11 - Início da representação espaço geométrico

Um aspecto do realismo intelectual que aparece na figura 10 é o processo de 
rebatimento, a criança desenha a porta em uma posição horizontal da linha do chão. 

Na figura 10, além de as crianças desenharem aspectos do estágio anterior 
destacando o trajeto realizado, observamos um avanço nesses desenhos, visto que 
as crianças representam mais objetos que compõem o espaço da sala de aula. Em 
relação à representação do espaço, ainda predomina a representação do espaço 
topológico, mas observamos que algumas crianças iniciam a representação do 
espaço como a projeção de um mapa, o que pode ser observado na figura 11. 

Na representação do espaço, observamos a estruturação do espaço 
topológico. Essas representações mostram um avanço na distribuição geométrica 
do espaço, ou seja, as relações que prevalecem são projetivas e euclidianas, na 
perspectiva de Piaget e Inhelder (1993). A perspectiva modifica o aspecto que 
apresenta a linha de um objeto ou de um pormenor visto de frente, como nas figuras 
12 e 13 do arquivo da Professora Solange F. S. Mariano.

Na figura 12 os objetos passaram a ser representados de acordo com essa 
nova construção do espaço. 

Fonte: MARIANO, 2015, p. 30.

Figura 12 - Represetação de elementos de uma só face
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Na figura 13, a perspectiva e os detalhes particularizam as formas dos obje-
tos que antes eram genéricos.

Fonte: MARIANO, 2015, p. 30.

Figura 13 - Distribuição geométrica dos elementos da sala

Passamos à análise das representações espaciais a partir do relato de experi-
ência de algumas atividades.

Pense numa atividade semelhante, considerando os objetivos de aprendizagem e desen-
volvimento previstos no Currículo da Cidade para o ano de escolarização que você atua. 

Atividade “O robô esperto!”

Esta atividade foi realizada no pátio da escola e teve como objetivo que as 
crianças utilizassem quadriculados para fazer movimentações, usando terminologia 
própria – direita, esquerda, à frente, atrás. Para tanto, foi desenhado um quadricu-
lado grande no pátio da escola. Duas crianças eram indicadas, uma seria o robô e 
dava as comandas e a outra fazia o percurso no quadriculado. A atividade destacada 
para este texto envolve o desenho do último trajeto feito pelas crianças, indicando 
com símbolos, setas ou legendas, se necessário. Ela faz parte do arquivo da profes-
sora Solange F. S. Mariano. Nas figuras 14 e 15 a seguir, as crianças se utilizam de 
processos variados em um mesmo desenho, o que Luquet (1927) denomina de mu-
dança de ponto de vista, por exemplo, a combinação do rebatimento com o plano. 
Na figura 15, a criança destaca o trajeto numa posição longitudinal em relação aos 
elementos do espaço. 
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Fonte: MARIANO, 2015, p. 26.

Figura 14 - Desenho com mudança de ponto de vista

Fonte: MARIANO, 2015, p. 26.

Figura 15 - Desenho com noção de profundidade, simetria e lateralidade

Nas figuras 16, 17 e 18, do arquivo da professora Solange F. S. Mariano, as 
crianças representadas nos desenhos aparecem em segundo plano, característica do 
realismo intelectual. Observamos que, em todos os desenhos as crianças represen-
tam o quadriculado do chão. Fica evidenciado que prevalece aquilo que elas estão 
vendo - “o visto” para essas representações. 
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Nesses desenhos, as crianças destacam o trajeto realizado, usando pontos 
de referência para marcar seu início, destacam que teriam que andar em um espaço 
determinado para que o trajeto fosse cumprido. Aparece também a noção de pro-
fundidade, como na figura 18.

Fonte: MARIANO, 2015, p. 26.

Figura 16 - Prevalece o visto do Espaço

Fonte: MARIANO, 2015, p. 27.

Figura 17 - Elementos desenhados em segundo plano
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Fonte: MARIANO, 2015, p. 30.

Figura 18 - Destaque para o percurso, noção de profundidade

Com a análise dessas representações, é possível considerar que, a partir da 
diferenciação e da coordenação entre as representações das formas e das relações 
espaciais que as estruturam, a criança avança na construção do espaço. 

Mostramos a seguir uma representação por nós categorizada como sendo 
do estágio realismo visual. Observamos que os desenhos das crianças evidenciam o 
estágio do realismo visual, apresentando um abandono das características de trans-
parência, legendas e descontinuidade, ou seja, a transparência dá lugar à opacidade, 
representando somente os elementos visíveis do objeto. Os pontos de vista se coor-
denam, dando início ao processo de perspectiva.

Fonte: MARIANO, 2015, p. 29.

Figura 19 - Opacidade nas formas, proporção dos elementos
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Observamos que em todos os desenhos se confirmou o que Piaget e Inhelder 
(1993) afirmam sobre a evolução da criança em representar graficamente o espaço. 
Essa representação não acrescenta novos conhecimentos, mas é fruto de uma re-
construção dos conhecimentos dos níveis anteriores.

Da mesma forma que os estudantes constróem hipóteses sobre as escritas numéricas, 
sobre procedimentos pessoais na resolução de problemas do campo aditivo e multipli-
cativo, e ainda sobre procedimentos de cálculo, eles também constróem hipóteses sobre 
o espaço que os rodeiam. A compreensão do pensamento dos estudantes, ao desen-
volverem atividades de relações espaciais e a discussão de seus procedimentos, permite 
avanços nas suas aprendizagens e também nas práticas do professor. A apropriação de 
estudos teóricos proporciona ao professor maior segurança em desenvolver trabalhos 
com temas pouco explorados. Faça uma análise da abordagem que este texto apresenta 
sobre a construção das noções espaciais pelas crianças.

Podemos concluir que o avanço das crianças nas aquisições das relações es-
paciais se dá de maneira complexa e não linear. Como os autores Luquet (1927), 
Piaget e Inhelder (1993) convencionam que a construção de conhecimentos sobre 
o espaço é resultante da atividade direta do sujeito sobre o objeto estudado. Saber 
analisar as representações gráficas dos estudantes pode auxiliar o professor a realizar 
atividades que os façam avançar em suas relações espaciais.
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Leia o artigo de Vece e Curi (2016) “Representação gráfica do espaço de alunos do 1º 
e do 5º ano do Ensino Fundamental: por que, o que e como analisar?”. Disponível em:
 http://seer.ufms.br/index.php/pedmat/article/view/2201. Acesso 03 dez. 2017
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Figuras geométricas espaciais

Introdução

Nos últimos anos, no Brasil e no mundo, vem acontecendo um crescente mo-
vimento de renovação sobre o ensino de Geometria nos currículos de Matemática. 
Desde os Parâmetros Curriculares Nacionais (PCNs), publicados em 1997, já havia 
indicações para a justificativa de inclusão deste conteúdo no currículo, por possibilitar 
o desenvolvimento de um tipo de pensamento especial por parte do estudante, deter-
minante para compreender, descrever e representar ou situar-se no mundo real. 

Para você, qual a importância do ensino de geometria com enfoque nas figuras geomé-
tricas espaciais? 

Justifica-se o ensino de Geometria desde os anos iniciais do Ensino Funda-
mental, porque ela permite o desenvolvimento de um tipo de pensamento que os 
números e a álgebra não possibilitam, ou seja, o ensino da Geometria proporciona 
uma interpretação e uma compreensão organizada do mundo real e uma visão mais 
abrangente da Matemática.

Mas por que será que a geometria é pouco explorada nas aulas de Matemática?

Reflita sobre essa problemática e continue a leitura do texto.

Ao que parece, a ausência do ensino de Geometria é um problema históri-
co.  Pavanello (1989), em seu trabalho de mestrado, fez uma análise de currículos 
e programas escolares, observando que, nos primeiros anos da educação básica, os 
conteúdos trabalhados em Matemática eram predominantemente ligados à aritmé-
tica, enquanto os conteúdos dos anos finais do Ensino Fundamental eram predomi-
nantemente referentes à Álgebra.

Muitos pesquisadores apontam que, ao longo das décadas de 1960 e 1970, 
o ensino de Matemática foi influenciado pelo movimento Matemática Moderna, que 
focalizava o ensino a partir da noção de conjunto e na simbologia (∈ , ⊂ , <, > etc.). 
Nessas décadas, havia pouca ênfase para o ensino de geometria. As noções de ponto, 
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reta e plano eram tratadas dentro do quadro da teoria dos conjuntos (o ponto per-
tence à reta, a reta está contida no plano etc.) e não como elementos geométricos. 
Também o trabalho com medidas era pouco enfatizado. 

A partir da década de 1980, as propostas de trabalho com geometria eram 
apoiadas em atividades em que as crianças exploravam figuras planas e espaciais, 
envolvendo composição, decomposição, simetrias, ampliações e reduções.

Os documentos curriculares mais atuais, como o documento Orientações 
Curriculares e Proposição de Expectativas de Aprendizagem (2007), focalizam o 
trabalho com relações espaciais e com figuras geométricas espaciais e planas. Esses 
documentos destacam que o trabalho com geometria contribui para a aprendiza-
gem de números e medidas, pois incentiva o estudante a observar e a perceber se-
melhanças e diferenças, identificar regularidades etc. Além disso, sugerem que esse 
trabalho seja feito a partir da exploração dos objetos do mundo físico, de obras de 
arte, pinturas, desenhos, esculturas e artesanato, pois isso possibilita estabelecer 
conexões intramatemáticas (internas à Matemática) e extramatemáticas (com ou-
tras áreas do conhecimento).

Atualmente, o enfoque dado ao ensino de geometria envolve as noções espa-
ciais e o estudo das figuras geométricas, tanto com relação às suas características e 
propriedades como às suas medidas. 

As contribuições da etnomatemática também trouxeram à baila a importân-
cia da geometria como modo de interpretar o mundo e perceber as múltiplas leituras 
do espaço não advindas apenas da geometria grega. 

Alsina, Burguês e Fortuny (1987) apresentam três enfoques possíveis para o 
ensino de geometria:

A análise figurativa, que apresenta o estudo dos objetos, com foco nas figu-
ras e suas propriedades, independente do seu tamanho ou de outra qualidade.

A análise qualitativa, caracterizada pelo estudo de um objeto, centrando em 
suas medidas e seus cálculos.

A análise estrutural cujo foco é a estrutura formal do objeto, com análise 
das relações topológicas, projetivas e euclidianas. Leva em conta a equivalência das 
figuras dependendo do tipo de transformação geométrica permitida e o estudo das 
propriedades variantes das figuras.

O Currículo da Cidade aponta, nos seus objetivos de aprendizagem e desen-
volvimento o enfoque para a análise figurativa com estudo de figuras e suas proprie-
dades independentemente das medidas, como os da análise qualitativa no estudo 
das medidas das figuras e da análise estrutural, levando em conta a equivalência de 
figuras e as transformações geométricas.

Neste texto, abordaremos alguns autores que propõem o trabalho com as 
figuras espaciais, bem como outros que discutem o ensino dessas figuras.
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Recuperando alguns aspectos matemáticos  
das figuras geométricas espaciais

Você sabe classificar as figuras geométricas espaciais de acordo com as suas características?

As figuras geométricas espaciais podem ser organizadas em dois grupos:  
(prismas, pirâmides e outros) e corpos redondos (cones, cilindros e esferas). Quan-
do as figuras geométricas espaciais não são ocas, são denominadas de sólidos ge-
ométricos. Iniciamos com a apresentação de algumas características dos poliedros.

 Um poliedro é uma figura geométrica espacial limitada por um mesmo con-
junto finito de polígonos, que são denominados faces. 

Cada lado de um polígono desse conjunto coincide com um lado de outro 
polígono (PIRES; CURI; CAMPOS, 2012, p.93-94). Os lados desses polígonos que 
se encontram se constituem as arestas dos poliedros. A aresta de um poliedro é um 
segmento que se origina quando as faces do poliedro se juntam. Os vértices dos 
polígonos também são os vértices do poliedro composto por eles. O vértice de um 
poliedro é um ponto no qual mais de duas arestas e mais de duas faces se juntam  
(PIRES, CURI E CAMPOS, 2012, p.94). 

Os poliedros são convexos, se tiverem as seguintes características:

yy Duas faces distintas não pertencem ao mesmo plano;

yy Cada aresta pertence apenas a duas faces,

yy As faces são formadas por polígonos planos,

yy O plano de cada face deixa o poliedro todo em um mesmo semiespaço.

Os Poliedros de Platão possuem características próprias e obedecem as se-
guintes condições:

O número de arestas é igual em todas as faces,

Em cada vértice incide o mesmo número de arestas,

Vale a relação de Euler: V + F = A + 2 

O paralelepípedo é um poliedro de Platão, pois as 6 faces são quadriláteros 
em que o número de arestas é igual a 4 em todas as seis faces.  De cada vértice, par-
tem sempre 3 arestas. A relação de Euler é válida: 8 + 6 = 12 + 2 (14).

São Poliedros de Platão as seguintes classes de Poliedros: tetraedro (4 faces), 
hexaedro (6 faces), octaedro (8 faces), dodecaedro (12 faces), icosaedro (20 faces).
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Platão estabeleceu algumas relações ente as classes de poliedros e o Universo. 

Um poliedro é considerado regular quando suas faces são polígonos regulares 
e congruentes e todos os seus vértices incidem o mesmo número de arestas. A partir da 
existência dessas características, o paralelepípedo, que é um poliedro de Platão, não 
é um poliedro regular, pois suas faces não são polígonos regulares e congruentes. O 
cubo é regular, pois é composto de 6 faces quadradas e congruentes e de cada vértice 
incidem 3 arestas. Assim é possível afirmar que todo Poliedro Regular é um Poliedro de 
Platão e que um Poliedro de Platão nem sempre é um Poliedro Regular. 

Os poliedros podem ser divididos em três conjuntos: prismas, pirâmides e 
outros poliedros. 

A seguir, apresentamos algumas características dos prismas. 

Prismas 

Os prismas são poliedros que apresentam, pelo menos, duas faces paralelas e 
congruentes (mesma forma e mesmo tamanho), chamados de bases. Suas faces late-
rais são sempre paralelogramos que podem ser retângulos, quadrados, entre outros. 
Os prismas são nomeados de acordo com o formato das suas bases. 

Se as bases têm o formato de um paralelogramo, o prisma chama-se parale-
lepípedo. Quando todas as faces de um paralelepípedo são retangulares, temos um 
paralelepípedo retângulo. Se as faces são quadradas, temos um cubo ou hexaedro 
regular (PIRES; CURI; CAMPOS, 2012, p. 96).

Bloco retangular Cubo
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Um prisma pode ser reto ou oblíquo, ou seja, conforme as faces laterais se-
jam perpendiculares ou não às bases. No prisma reto, as arestas laterais são perpen-
diculares às bases e as faces laterais são retângulos.

No próximo item, apresentamos algumas características das pirâmides. 

Pirâmides

As pirâmides são poliedros em que as faces laterais são todas triangulares e 
têm um vértice em comum. A face identificada como base pode ser um polígono de 
qualquer formato. A pirâmide é nomeada de acordo com o formato de sua base. 

Uma pirâmide particular é o tetraedro regular em que as 4 faces são triân-
gulos equiláteros. 

Tetraedro

Prisma reto Prisma oblíquo



Orientações Didáticas do Currículo da Cidade

57

Matemática

O tetraedro regular é formado por quatro triângulos equiláteros (que pos-
suem lados e ângulos com medidas iguais). Possui 4 vértices, 4 faces e 6 arestas. É 
um caso particular de pirâmide regular de base triangular. 

O terceiro conjunto agrega vários tipos de poliedros que não são nem prismas 
e nem pirâmides, com características diferentes. Denominamos de “outros poliedros”.

Outros poliedros 

Há poliedros que não são nem prismas nem pirâmides, por exemplo, o octa-
edro, que possui 8 faces, reunindo duas pirâmides idênticas, com base comum.

Existem também o dodecaedro que é formado por 12 faces e o icosaedro 
formado por 20 faces. 

	 	

Octaedro

Dodecaedro Icosaedro
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Há ainda, nesse conjunto, outros tipos de poliedros.

Passamos agora a apresentar as características dos corpos redondos.

Corpos redondos

Há objetos que são limitados por uma superfície arredondada, como a esfera e 
os que são limitados por superfícies arredondadas e planas, como o cone e o cilindro. A 
esfera, o cilindro e o cone podem ser gerados, respectivamente, pelo movimento de um 
semicírculo, de um retângulo e de um retângulo em torno de um eixo respectivamente. 
Por isso, são conhecidos como sólidos de revolução. A esfera não pode ser planificada.

Cilindro 

No cotidiano das pessoas, é comum encontrarmos objetos parecidos com a 
figura do cilindro: latas de molho e latas de milho têm essa forma. Abrindo e planifi-
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cando um cilindro, é possível observar que sua superfície é formada por dois círculos 
(as bases) e por um retângulo (a superfície lateral).

Cone

O cone é composto por uma base circular. A planificação do cone revela que sua 
superfície é composta por um círculo (base) e por um setor circular (superfície lateral).

Esfera

A esfera pode ser definida pelo movimento de 360° de uma semicircunferên-
cia em torno de seu diâmetro. A imagem a seguir mostra, à esquerda, uma semicir-
cunferência e seu diâmetro e, à direita, mostra a esfera resultante do giro.
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Se os estudantes estão imersos em um espaço permeado por formas geométricas espa-
ciais, o que justifica o ensino de geometria focado nas figuras planas (quadrado, retân-
gulo, triângulo...)?

Reflita sobre essa questão e continue a leitura do texto que apresenta indicativos sobre 
o pensamento dos estudantes a respeito das figuras geométricas espaciais.

Diagnóstico sobre os conhecimentos das figuras geométricas

Você já percebeu “se e como” as crianças, mesmo sem frequentar a escola, reconhecem 
formas geométricas em objetos do cotidiano, percebem as “que rolam” com mais faci-
lidade e as que são mais “estanques”? Percebem as que são “pontudas” e as que são 
“arredondadas”?

Após essa reflexão, continue lendo o texto, focalizando os estudos de Clements e Sarama 
(2000). Eles darão suporte teórico para essa e outras percepções que surgirem de sua 
experiência.

Clements e Sarama (2000), a partir de entrevistas realizadas com crianças de 
6 a 10 anos, destacam três níveis de conhecimento geométrico: pré-reconhecimento, 
visual e descritivo.

O nível de pré-reconhecimento é perceptível. As crianças percebem formas, mas 
não são capazes de identificar e distinguir uma entre várias formas. Muitas vezes, dese-
nham uma mesma curva irregular para representar círculos, quadrados ou triângulos.  

No segundo nível, visual, as crianças identificam formas de acordo com o seu 
aspecto e acabam, relacionando a forma a um objeto conhecido, por exemplo, uma 
esfera parece com uma bola de futebol.  

É só no nível descritivo que as crianças reconhecem e podem caracterizar as 
formas pelas suas propriedades, ou seja, nesse nível as crianças identificam que um 
cubo tem 6 faces quadradas.  

Clements e Sarama (2000) destacam que o progresso dos níveis infantis de 
pensamento depende de seu ensino e de suas experiências. Afirmam ainda que esses 
níveis podem ajudar o professor a compreender como as crianças entendem as figu-
ras geométricas e orientá-lo no fornecimento de pistas para o processo de aprendi-
zagem das crianças.

 Os autores, após realizarem pesquisas entrevistando 128 crianças, com ida-
des entre 3 a 6 anos, concluíram que elas identificam formas desenhadas em papel e ​​
cortadas em madeira. Apontam que as crianças constróem ideias sobre formas co-
muns - como círculos, quadrados, triângulos e retângulos, mesmo antes de entrar na 
escola, por meio da exploração de brinquedos, livros e programas de televisão com 
os quais entram em contato no dia a dia. Mas afirmam que isso não é suficiente, que 
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é preciso que o professor as ajude a ampliar suas ideias iniciais. Sugerem que os pro-
fessores entrevistem seus alunos para um diagnóstico que possibilite uma visão mais 
clara da compreensão das crianças sobre as figuras geométricas, ao invés de confiar 
apenas no trabalho escrito e nas avaliações. 

Pense em um diagnóstico para seus estudantes que possibilite identificar o que já conhe-
cem sobre as figuras geométricas espaciais e prepare uma possível intervenção. As con-
tribuições teóricas apresentadas a seguir auxiliam no desenvolvimento desta atividade.

Algumas contribuições teóricas para o ensino

Uma pesquisa importante, que discute o pensamento geométrico é a do ca-
sal Van Hiele (2002), que se baseou no pressuposto de que o pensamento geomé-
trico ocorre em níveis graduais, conforme a complexidade. O modelo propõe cinco 
níveis: 1) visualização, 2) análise, 3) dedução informal, 4) dedução, 5) nível de rigor.

O primeiro nível, visualização, compreende o reconhecimento das figuras pela 
imagem, independentemente das propriedades geométricas delineadas. Há, nesse ní-
vel, o reconhecimento das figuras por parte do estudante, sendo possível a sua repro-
dução pelas formas, apropriação do vocabulário básico geométrico e terminologias 
das formas específicas, como exemplo podemos citar o espaço de casa reconhecido 
pelo estudante, a porta possui similaridade com o retângulo, em razão da aparência.

O segundo nível, análise, propõe o reconhecimento das figuras geométricas 
por suas partes e propriedades, a partir das atividades empíricas. A caracterização é 
possível mediante a observação e a experimentação, todavia, não há a possibilidade 
de estabelecer a relação entre as figuras e suas definições.

Em relação ao terceiro nível, dedução informal, o estudante inicia o processo 
de associação das figuras pelas relações de propriedades. Nesse nível, o estudante 
precisa de uma definição para evoluir nos conceitos geométricos.

No nível de dedução, há o entendimento da inter-relação de propriedades 
entre as figuras geométricas e a construção de demonstrações. Esse nível propõe o 
processo dedutivo.

Por fim, no nível rigor, a geometria é compreendida no plano abstrato, sem a 
necessidade do uso de materiais concretos.

Nasser (1991) acentua que os níveis traçados no modelo de Van Hiele (2002) 
podem transcorrer simultaneamente. Todavia, o último nível, denominado “rigor”, 
deve ser utilizado após o desenvolvimento dos antecedentes, substancial para viabi-
lizar as estruturas de aprendizagem.
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Segundo Canizares e Serrano (2008 apud ULTIMARA; CURI, 2016, P.45):

[...] esses níveis se desenvolvem de forma cíclica, de modo que um con-
ceito adquirido em um nível voltará a se desenvolver no nível subsequen-
te, com outra linguagem, outras características, de maneira que os co-
nhecimentos adquiridos anteriormente possam ser retomados no último 
nível por exemplo. (ULTIMURA; CURI, 2016, p. 45)

Percebe-se a importância dos níveis inferiores, pois constituem a base para a 
construção dos conceitos nos demais níveis. 

Cada nível tem a sua própria linguagem. Assim, mesmo em um conceito que 
esteja bem definido em um nível, a linguagem pode ser ampliada no nível seguinte. 
A passagem do Nível 1 para o Nível 2 envolve a transição de uma forma estática de 
conceitos para uma mais simbólica. As propriedades geométricas podem ser descri-
tas, ampliando os conceitos já existentes. Na passagem do Nível 2 para o Nível 3, o 
estudante explora e demonstra as propriedades das figuras, sustentado por um siste-
ma lógico e dedutivo. Na passagem do Nível 3 para o Nível 4, o estudante já supera 
a memorização das demonstrações, atingindo o nível máximo de rigor matemático 
por meio dos axiomas e teoremas de diferentes figuras geométricas. 

Para que a progressão entre os níveis aconteça, conforme se espera, é im-
portante que as estratégias metodológicas, os materiais didáticos, o conteúdo e o 
vocabulário estejam adequados ao nível do pensamento geométrico que o estudante 
está. Os estudantes devem estar em contato com aspectos visuais e experimentais 
para estabelecer as relações da dedução informal. No Ciclo de Alfabetização, os 
dois primeiros níveis são fundamentais. Uma análise mais aprofundada mostra que 
os níveis de Van Hiele (2002) podem ser adequados às figuras espaciais, pois apon-
tam para uma aprendizagem prolongada com abordagem intuitiva e experimental 
do conhecimento das figuras geométricas espaciais, de desenvolvimento de formas 
elementares do raciocínio geométrico, ligado ao conhecimento de propriedades e 
elementos das figuras geométricas espaciais e de relações básicas entre elas.

No Currículo da Cidade, os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento estão 
alocados em todos os níveis descritos por Van Hiele (2002), de acordo com o ano de 
escolaridade.  A preocupação do documento foi de uma ampliação dos conhecimentos 
dos estudantes de ciclo para ciclo e do desenvolvimento do pensamento geométrico.   

A progressão dos objetivos de aprendizagem e desenvolvimento por ano e por 
ciclo corrobora estudos dos pesquisadores portugueses Ponte e Serrazina (2000), 
discorrendo que, primeiramente, os estudantes reconhecem as figuras geométricas e 
as identificam, levando em consideração as aparências. Com o tempo, são capazes 
de diferenciá-las com a averiguação de suas propriedades. Ainda, segundo os auto-
res, o professor deve propiciar, no decorrer do ensino de Geometria, uma abordagem 
experimental e intuitiva.

É interessante salientar que a transição do nível pré-cognitivo para o nível básico 
ocorre a partir do momento em que as crianças começam a distinguir as formas geomé-
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tricas. Desse modo, para ensinar conceitos geométricos, de maneira mais compreensível 
para a criança, a fim de estabelecer o desenvolvimento do pensamento geométrico, é pre-
ciso que o professor tenha tais conceitos desenvolvidos. Além disso, cabe considerar que 
o professor tenha clareza dos objetivos de aprendizagem e desenvolvimento que pretende 
alcançar e de suas expectativas com relação à aprendizagem dos estudantes.

Há alguns avanços em relação ao modelo Van Hiele. Segundo Pires (2012), 
esses níveis “não são tão estanques e estão sujeitos a maior ou menor estimulação 
das crianças por situações que envolvam a experimentação do espaço e das formas 
geométricas” (PIRES, 2012, p. 194). A autora enfatiza a importância dos estudos de 
Van Hiele na construção de sequências de ensino que envolvem a Geometria Espacial.

Outro autor, que se refere aos níveis de Van Hiele (2002), é Battista (2007) 
que destaca ser preciso haver uma transição entre esses níveis, além de colher infor-
mações sobre o ponto de partida dos estudantes que podem estar em diferentes 
níveis para diferentes conceitos. 

O modelo Van Hiele (2002) pode colaborar com o professor para o planeja-
mento das aulas, para a seleção de conteúdos e, ainda, auxiliar na identificação das 
dificuldades dos alunos. 

Após a leitura das contribuições teóricas, analise os objetivos de aprendizagem e de-
senvolvimento para o ciclo em que você atua e verifique se há ampliação dos níveis de 
pensamento geométrico ano a ano no ciclo.

O conflito do visto e do sabido no  
desenho de uma pirâmide

Segundo Pires, Curi e Campos (2001), os pesquisadores franceses François 
Colmez e Bernard Parzysz estudaram a maneira de os estudantes representarem um 
objeto geométrico por meio de um desenho, buscando organizar a representação e as 
propriedades que conhecem (o sabido) de maneira compatível com a imagem men-
tal que eles têm do objeto (o visto). Segundo Parzysz (1988), geralmente, quando os 
alunos produzem ou fazem a leitura e interpretação de um desenho, pode surgir um 
conflito entre esses dois polos, do que se “vê” e do que se “sabe”. Pires, Curi e Campos 
(2001) afirmam que, em relação a esses dois polos, um deles consiste em representar o 
objeto tal como o estudante imagina que ele apresentaria à sua vista, ou seja, polo do 
visto. No outro, procura representar, sem adaptação, as propriedades do objeto que 
o sujeito julga importantes, ou seja, o polo do sabido. Com isso, segundo as autoras, 
a situação do estudante em relação a esses dois polos evolui com a idade, com as 
diferentes atividades desenvolvidas, com as habilidades e capacidades gráficas, com o 
desenvolvimento do conhecimento geométrico, entre outros.
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Em sua pesquisa, Parzysz (1991) aponta que, nas representações de objetos 
geométricos tridimensionais, o “sabido” predomina sobre o “visto”. Ele relata que três 
tipos de atitudes ocorrem sucessivamente de acordo com o nível escolar do estudante e 
que essas, às vezes, coexistem em alguns níveis de ensino. Segundo o pesquisador, não 
há conflito entre “visto” e “sabido” ou elas são ignoradas nos desenhos dos estudantes 
do início da escolarização. O autor destaca que nessa fase os estudantes desenham o 
que veem. Nas duas fases posteriores, os estudantes procuram representar, sem adap-
tações, as propriedades do objeto que consideram importantes em detrimento da re-
presentação do objeto da maneira como ele o imagina. Nesse caso, as representações 
de objetos geométricos espaciais passam a ter a influência do “sabido” sobre o “visto”.

Os objetivos de aprendizagem  
e desenvolvimento nos ciclos

Como você deve ter percebido na leitura do Currículo da Cidade de Mate-
mática é visível a ampliação do pensamento geométrico na descrição dos Objetivos 
de aprendizagem e desenvolvimento. No referido documento curricular, o  trabalho 
com as figuras geométricas espaciais inicia-se no Ciclo de Alfabetização e amplia-se 
nos outros ciclos. Os Objetivos de aprendizagem e desenvolvimento envolvem muito 
mais do que o reconhecimento, a nomenclatura e as figuras. Nos Ciclos Interdiscipli-
nar e Autoral, amplia-se o estudo de propriedades e características das figuras. Dessa 
forma, o documento apoia-se nos estudos teóricos citados neste texto e relaciona 
aquilo que o aluno pode “ver” no desenho relacionando aos conhecimentos que 
possui sobre o objeto que esse desenho representa. 

No Ciclo de Alfabetização, ao iniciar com a exploração de formas presentes 
no cotidiano, o documento destaca, no primeiro ano, objetivos em que a criança 
possa explorar similaridades e diferenças entre formas presentes em seu cotidiano, a 
identificação de  superfícies planas ou arredondadas na exploração de objetos e de 
desenhos de figuras geométricas espaciais, permitindo sua visualização e a nomen-
clatura delas, além de identificar similaridades e diferenças entre as faces planas em 
uma embalagem em forma de bloco retangular.  

A figura a seguir refere-se ao desenho de uma criança de 7 anos (1º ano do 
Ciclo de Alfabetização) de uma caixa de leite.

Figura 20 - Representação de uma caixa de leite
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No segundo ano, os objetivos trazem os conhecimentos sobre as figuras geo-
métricas espaciais destacando características e identificação de similaridades e dife-
renças entre elas, tanto oralmente como em representações, e ainda a identificação 
de objetos do cotidiano de conhecimento das crianças com figuras geométricas es-
paciais, como o bloco retangular, o cubo, a pirâmide, a esfera, o cone e o cilindro.  

A figura a seguir refere-se ao desenho de uma criança de 8 anos (2º ano do Ciclo de 
Alfabetização) de objetos do cotidiano: uma lata de milho, que se parece com um cilindro.

Figura 21 - Representação de uma lata de milho

No terceiro ano, a ampliação dos conhecimentos geométricos refere-se ao 
reconhecimento de elementos de figuras geométricas espaciais, como vértices, faces 
e arestas; às planificações e às comparações entre características de duplas de figuras 
geométricas espaciais, como cubo e paralelepípedo, por exemplo; à identificação de 
figuras planas nas faces de figuras geométricas espaciais, como a face quadrada de 
um cubo ou a planificação de um prisma.

A figura a seguir refere-se à planificação de um prisma e à identificação 
dessa planificação com a figura geométrica por uma criança de 9 anos (3º ano do 
Ciclo de Alfabetização).

Figura 22 - Planificação de um prisma

No Ciclo Interdisciplinar, os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento 
permitem o avanço no pensamento geométrico. No quarto ano desse ciclo, os ob-
jetivos de aprendizagem e desenvolvimento apontam para o estudo dos corpos re-
dondos, elementos e planificações do cone e do cilindro e, ainda, comparações entre 
figuras geométricas espaciais, elementos e planificações. 
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Na sequência, apresentamos uma figura que se refere às representações de 
poliedros em que um estudante de 10 anos, do 4º ano, reconhece os poliedros, as 
bases das pirâmides, nomeia os poliedros e os representa mostrando o que já “sabe” 
das figuras geométricas. 

Figura 22 - Representação de poliedros

No quinto ano, o avanço dos conhecimentos geométricos refere-se, principal-
mente à investigações sobre relações entre vértices, faces e arestas dos poliedros, além 
de planificações e reconhecimento de características de figuras geometricas espaciais. 
O estudo dessas figuras dá-se, priorizando as características delas, o que remete ao 
nível de análise de Van Hiele. Nesse nível, os estudantes reconhecem as figuras geomé-
tricas por suas partes e características, a partir das atividades empíricas. A identifica-
ção dessas características acontece mediante a observação e a experimentação, mas 
ainda os estudantes não estabelecem relações entre as figuras e suas definições.

A figura a seguir, de uma estudante de 11 anos do 5º ano, refere-se à repre-
sentação de poliedros e corpos redondos. A estudante mostra as faces ocultas das 
figuras, separa os poliedros dos corpos redondos, mostrando reconhecer as dife-
renças entre esses tipos de figuras geométricas. Ao que parece, a estudante faz a 
representação das figuras geométricas a partir de características que ela já domina 
e permite levantar a hipótese de que está no nível de análise do pensamento geo-
métrico. Percebe-se, ainda, a demarcação forte do colorido das bases nos corpos 
redondos. Parece que a estudante quer mostrar que sabe que o cilindro tem duas 
bases e o cone apenas uma. Ela procura mostrar tudo que “sabe” no desenho dessas 
figuras geométricas, fazendo linhas tracejadas para apontar “o que não é visto” nos 
poliedros, mas que ela “sabe” que existe. 
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Figura 23 - Representação de poliedros e corpos redondos

No sexto ano, o avanço se dá no estudo das relações entre vértices, faces e 
arestas de um poliedro qualquer em função dos polígonos da base. O estudo dessas re-
lações permite a identificação de prismas e pirâmides por meio de suas características. 

A próxima figura refere-se a uma atividade realizada por um estudante de 
12 anos, do 6º ano, em que o professor, após explorar relações entre vértices, faces 
e arestas de poliedros em função do polígono da base, deu a seguinte comanda: o 
desafio de hoje é “desenhar” a planificação de uma figura geométrica espacial que 
possui duas bases iguais, 6  faces laterais em forma de retângulo e 18 arestas. Que 
figura pode ser “desenhada” ? 

Figura 24 - Planificação de prisma de base hexagonal
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Os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento possibilitam também a 
análise de contra exemplos, como no desafio a seguir: o desafio de hoje é “desenhar” 
a planificação de uma figura geométrica espacial que possui duas bases iguais, 10  
faces laterais em forma de retângulo e 15 arestas. Que figura pode ser “desenhada” ?

Os estudantes, a partir das análise das propriedades da figura, percebem que 
não existe figura com essas características, como é possível perceber nas respostas de 
dois estudantes que consertam os erros do enunciado do desafio.  

Figura 25 - Registro de propriedades de figuras

No Ciclo Autoral, os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento ampliam-
-se ainda mais. No 7º ano com a ampliação das relações entre vértices, arestas e 
faces de poliedros em função dos polígonos da base, incluindo a relação de Euler. A 
análise dessas relações e dos elementos dos poliedros permite identificá-los a partir 
dessas relações em conjuntos de prismas ou de pirâmides, avançando nos níveis do 
pensamento geométrico para o nível de análise. 

Na sequência, a figura apresentada refere-se a uma atividade resolvida por 
um estudante de 13 anos, do 7º ano, com a seguinte comanda: Quais são os po-
liedros que possuem o mesmo número de vértices e de faces e que têm o dobro de 
arestas do número de lados do polígono da base? 

Figura 26 - Representação de pirâmide de base retangular
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Figura 27 - Representação de pirâmide de base hexagonal

No 8º ano, a ampliação dá-se com objetivos de aprendizagem e desenvolvi-
mento que focalizam similaridades e diferenças entre poliedros regulares e poliedros 
de Platão. No 9º ano, a ampliação apresenta-se com objetivos de aprendizagem e 
desenvolvimento que focalizam vistas e  secções de figuras tridimensionais. 

Como é possível perceber, ao longo dos nove anos do Ensino Fundamental, 
os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento, veiculados no documento curricu-
lar, permitem o desenvolvimento do pensamento geométrico.
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Geometria de transformações

Introdução

A movimentação é algo tão natural que não prestamos atenção à sua im-
portância e aos conhecimentos geométricos inerentes a esse processo. Sem os movi-
mentos, certamente, sentiríamos dificuldade para realizar inúmeras atividades que, 
embora pareçam simples, seriam inviáveis ou limitadas.

É certo que, ao movimentar-se a posição, em relação aos objetos que es-
tão mais próximos, ela é alterada. Se colocarmos um copo de água sobre a pia e 
virarmos de costas para ele, a nossa posição em relação ao copo sofre uma trans-
formação. Tal transformação ocorrida não afeta nossa forma física ou a maneira 
de pensarmos. Nesse sentido, os movimentos que damos aos objetos são, para 
nós, bastante naturais e normalmente não paramos para analisá-los. No entanto, 
mesmo que a forma ou o tamanho dos objetos movidos não se alterem, esses mo-
vimentos produzem uma modificação no ambiente em que ele está.

Se, por algum motivo, a forma ou, até mesmo, o tamanho do objeto sejam 
modificados, a intervenção da movimentação no ambiente é muito mais fácil de 
ser observada. Talvez seja  esse motivo que ficamos tão impressionados ao ob-
servarmos uma batida forte entre dois carros por tratar-se de uma situação que 
envolve a mudança no formato desses objetos, ou seja, dos carros.

Essas situações práticas nos levam a pensar que os movimentos que faze-
mos no cotidiano podem ser observados com mais cuidado, uma vez que podem 
produzir descobertas significativas a partir de algumas observações, sistematiza-
ções e generalizações interessantes.

Quando um objeto sofre uma mudança na sua forma, no seu tamanho ou 
na sua posição em relação a outros objetos, dizemos que ele sofreu uma transfor-
mação, por exemplo, uma folha de papel rasgada ao meio, um vaso que transpor-
tamos do centro de uma mesa para pia, uma fotografia que foi ampliada ou redu-
zida de tamanho, todos esses objetos passaram por algum tipo de transformação, 
por uma mudança, quer seja de lugar, de posição ou mesmo tamanho.

Como vimos, o mundo das transformações é amplo, mas, ao refletirmos 
sobre o seu ensino na educação básica, estamos nos referindo às isometrias e 
às homotetias.
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Mas o que são isometrias? Elas ocorrem de que maneira? Como podemos classificá-las? 

As isometrias são transformações geométricas que conservam comprimen-
tos, ângulos e ordem de pontos alinhados, o que significa que nas isometrias não 
há distorção de tamanho, nem de formas, por isso elas são conhecidas como uma 
transformação rígida, uma vez que os objetos não sofrem mudanças, o que muda 
é a sua posição.

As isometrias são três: as translações, as rotações e as simetrias axial e central.

Translação

Iniciaremos nosso estudo pela translação. A translação é uma transformação 
geométrica em que a imagem da figura é obtida pelo deslocamento paralelo de to-
dos os seus pontos a uma mesma distância, conservando a direção, sentido e, claro, 
suas medidas. Vejamos alguns exemplos:

Figura 28 - Translação de um quadrado sobre retas paralelas
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Figura 29 -Translação de um triângulo retângulo sobre duas retas paralelas.  
 

           Como podemos observar, existe uma repetição das imagens em cada uma das 
figuras (figura 28 e 29). As repetições podem ser realizadas uma ou mais vezes em 

intervalos regulares, como se estivesse deslizando a certa distância, em uma mesma 
direção.  

Para aplicar o conceito, é necessário conservar as medidas dos segmentos e dos 
ângulos da figura original e traçá-las de forma idêntica, conservando a forma e o 
tamanho, a única diferença será a posição, podendo estar mais à esquerda ou à 

direita, para baixo ou para cima ou inclinada da original. 

Rotação

A segunda isometria é a rotação obtida quando a figura gira em torno de um 
ponto que pode estar na própria figura ou fora dela. Vejamos alguns exemplos: 

      

Figura 30 - Movimento 			   Figura 31 - Rotação 
de rotação da Terra.                    		  de um triângulo retângulo
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Figura 32 - Rotação de um triângulo em 90°, 180° e 270°

Como podemos observar nas rotações das figuras 30, 31 e 32, elas possuem 
um centro de rotação, são conhecidos a amplitude do ângulo e o sentido de rotação 
que pode ser horário, ou mesmo anti-horário. 

Rotações que merecem destaque

Há algumas rotações que merecem destaque, a primeira diz respeito ao re-
tângulo, quando ele gira em torno de um dos seus lados, ele gera uma figura similar 
a um “cilindro”.

 

Figura 33 - Rotação de um retângulo sobre um de seus lados

Outra rotação importante é quando o triângulo retângulo gira em torno de 
um dos seus lados, que forma o ângulo reto (cateto), ele gera uma figura similar a 
um “cilindro”.
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Figura 34 - Triângulo girando em torno de um dos seus catetos. 

Reflexão ou simetria axial

O terceiro caso de isometria é a simetria axial ou também conhecida como 
reflexão. Simetrias axiais são aquelas construídas em função de um eixo, cujos pon-
tos, objetos ou partes de objetos são a imagem espelhada e conservam a distância 
em relação ao eixo. Veja alguns exemplos: 

Figura 35 - Reflexão que lembra a silhueta de um corpo 

Figura 36 - Reflexão de uma figura irregular
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Figura 37 - Reflexão de uma estrela de 5 pontas

Como podemos observar, as isometrias de reflexão ou simetria axial lembram 
a imagem refletida por um espelho, ou seja, é o “espelhamento” da figura. Para fazer 
essa simetria axial, é preciso compreender que será o eixo de simetria que determina-
rá a reflexão, conservando a forma, o ângulo e o tamanho, invertendo a imagem em 
relação à figura original, tendo como referência o eixo de simetria. Foi exatamente 
isso que aconteceu com as figuras 35, 36 e 37, suas imagens foram refletidas a partir 
do eixo de simetria.

 Falamos de três tipos de isometrias, mas foi anunciado que havia mais um 
tipo de geometria de transformação, cujo nome é Homotetia.

Mas o que é Homotetia? Em que ela se diferencia da isometria?

Homotetia

A homotetia é um tipo de transformação geométrica que altera o tamanho 
de uma figura, mas mantém as características principais, como a forma e os ângulos. 
A homotetia ficou um pouco esquecida, quando o assunto se tratava de semelhan-
ça entre figuras geométricas. Mas se pensarmos na ampliação e redução de figuras 
geométricas, ela pode ajudar e muito nesse propósito. Quando utilizamos a homo-
tetia, as características, como forma e os ângulos, são preservadas, ou seja, não são 
alteradas, porém o seu tamanho o será, proporcionalmente à razão de ampliação 
ou redução. As copiadoras que fazem ampliação ou redução de imagens utilizam o 
princípio da homotetia para produzir essas novas imagens.

Vejamos um exemplo de homotetia: 
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Se tomarmos o ponto A como centro da homotetia de razão 3, cujo compri-
mento do segmento AB’ é o triplo do segmento AB. A medida dos seus lados aumen-
tou três vezes, mas os seus ângulos internos não foram alterados.

Figura 38 - Ampliação do hexágono, utilizando como recurso a homotetia.

Figura 39 - Ampliação de um quadrado, utilizando malha quadriculada.

Como podemos perceber pelas figuras 38 e 39, encontramos figuras homoté-
ticas, utilizando diferentes procedimentos, quer seja pela malha quadriculada, quer 
seja pela projeção de retas que partem de um ponto de fuga, ponto A (figura 38), 
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que passam pelos vértices do hexágono, ampliando ou diminuindo a figura, quantas 
vezes for indicado, neste caso, 3 vezes. 

A partir de todas as discussões organizadas sobre a geometria de transforma-
ção, apresentamos um quadro-síntese, indicando as relações hierárquicas entre as 
transformações, identificando as isometrias e as não isometrias. 

Esquema de organização das transformações 

O ensino da geometria de transformações

Na parte anterior, recuperamos os conceitos fundamentais da geometria das 
transformações, mas ela pode ser apresentada para os estudantes com atividades em 
que eles possam fazer observações e, a partir daí, sistematizar seus conhecimentos 
sobre a geometria das transformações, por meio das propriedades e da representa-
ção feita. Acreditamos que também possamos incluir o desenvolvimento de percep-
ções sobre as propriedades das figuras, a partir da construção e das representações 
das atividades propostas aos estudantes.

Assim, podemos, ao mesmo tempo, desenvolver a representação, construção 
dos objetos/figuras, estabelecendo uma inter-relação das atividades propostas em 
que o estudante observa para construir, ou constrói para observar ou, ainda, repre-
senta e constrói (OCHI; PAULO; YOKOYA; IKEGAMI, 1997, p.11). 

Para o desenvolvimento desses conceitos apresentados, faremos a indicação 
do uso de malhas quadriculadas. As malhas quadriculadas se referem às variações 
possíveis do papel quadriculado e a sua utilização pode ajudar os estudantes na ob-
servação dos desenhos/figuras que farão a partir das propriedades.
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As malhas que o professor pode utilizar nesse trabalho são bastante variadas, 
entre elas destacaremos as quadriculadas, as pontilhadas e as triangulares, entre outras.

Malha quadriculada:				  

                

Malha Triangular



Orientações Didáticas do Currículo da Cidade

79

Matemática

Malha pontilhada

Com qual frequência você utiliza esses recursos em sala de aula?

Algumas possibilidades de atividades

A seguir, apresentamos algumas sugestões de atividades para ilustrar como 
a geometria das transformações pode ser trabalhada em sala de aula. A proposta é 
que essas atividades sejam ampliadas e adaptadas pelo professor, atendendo aos 
objetivos de aprendizagem e desenvolvimento indicados no Currículo da Cidade.

1.	 Faça duas figuras como esta, deslizando sobre a malha quadriculada e 
preservando as mesmas características da figura pintada. Em seguida, 
complete o quadro que vem logo a seguir:
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Escreva, no quadro abaixo, os procedimentos que utilizou para construir  as figuras.

Esse tipo de atividade pode ser desenvolvida por estudantes a partir do 4º 
ano, em que eles têm a possibilidade de observar a posição que a figura ocupa na 
malha quadriculada, deslizar sobre uma reta, neste caso, a reta de baixo que dá a 
sustentação para a figura, podendo, em seguida, reproduzir dentro da malha quan-
tas figuras quiser. Não há necessidade, nesta faixa etária, de nomear a geometria de 
transformação – translação –, mas é importante que ele perceba as características 
que ela possui, ou seja: manter as mesmas dimensões da figura original, forma, ta-
manho e ângulos, e perceber que a figura deslizou sobre um eixo.
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2.	  Faça, pelo menos, três figuras que tenha as mesmas características da 
figura apresentada, utilizando a malha pontilhada. 

Essa atividade também pode ser realizada com estudantes a partir do 4º ano. 
O que foi modificado nessa atividade foi o suporte para sua realização, ao invés de 
malha quadriculada, foi sugerida a malha pontilhada. Mas da mesma forma que 
na sugestão anterior, é importante que na socialização das representações feitas, o 
professor possa chamar a atenção sobre as propriedades da translação, ou seja, a 
figura permanece com o mesmo tamanho, mesma forma, modificando apenas a sua 
posição. Vale também chamar a atenção para as possibilidades que os estudantes 
têm para construir as transformações, para cima, para baixo, na diagonal etc.

Trace figuras simétricas em relação ao eixo: 
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3.	 Complete o desenho de forma simétrica.

Na atividade 3 e 4, as propostas são para que os estudantes possam observar 
os eixos de simetria e realizar reflexões. Esse tipo de atividade está proposta no Currí-
culo da Cidade – Matemática para os estudantes do 5º ano do Ensino Fundamental. 
Muitos estudantes devem perceber que o eixo de simetria traz a ideia de espelhamen-
to, “rebatimento” da figura, mas também conserva a forma, o tamanho e os ângulos 
das figuras desenhadas. Pode ser utilizado qualquer tipo de malha, desde que ela 
possibilite a conservação das características das figuras.

Os estudantes já podem nomear este tipo de transformação geométrica e 
produzir pequenas sínteses das observações feitas durante as construções. Neste 
caso, seria interessante que o professor pudesse registrar as conclusões da turma em 
relação à reflexão.  

4.	 As atividades de rotação podem ser abordadas de modos diferentes: 

Em um primeiro momento, o professor poderá utilizar papel de seda ou al-
gum papel que tenha transparência, pedir para os estudantes copiarem as figuras e 
propor que  façam as rotações, utilizando os termos como: um giro completo, meio 
giro, um quarto de giro a direita ou a esquerda, que correspondem respectivamente 
a rotações de 360°, 180° e 90°. Selecionamos aqui dois giros diferentes, um de 90° 
e outro de 180°. 
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Figura inicial

		 Giro de ¼ de volta - 90°		  Giro de 180°

Esta atividade pode ser proposta para estudantes do 6º ano, mas fazendo 
uso do transferidor. Os estudantes têm a possibilidade de fazer outras rotações que 
exigem o uso desse instrumento como: 50°, 100°, 150°, entre outras. A partir daí, 
os próprios estudantes podem sugerir outras rotações, possibilitando que façam dife-
rentes composições de uma mesma figura.

E para completar as propostas com as transformações geométricas, o profes-
sor pode ampliar esse trabalho com as homotetias.

As atividades de homotetia podem ser feitas utilizando-se malhas de um mes-
mo tipo, porém com tamanhos diferentes. Elas permitem que o estudante observe 
que o desenho conservou as mesmas características, forma, ângulos, mas de tama-
nhos diferentes, mantendo uma proporcionalidade entre suas dimensões.
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Além dessas atividades com malhas quadriculadas para o trabalho com ho-
motetia, o professor também pode utilizar a ideia de projeção. Vejamos um exemplo:

Ampliar a figura ABCD por meio da homotetia direta de forma que sua razão seja 3.

Marquemos um ponto F qualquer, F será o foco (ou ponto de fuga) da nova 
construção. Em seguida, construímos os segmentos de reta FA’, passando por A; FB’ 
passando por B; FC’, passando por C; FD’, passando por D; FE’, passando por E. 
Tendo razão 3, ou seja, três vezes a medida correspondente a FA, FB, FC, FD e FE.

Como mostra a figura a seguir:
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Agora, é a vez de o estudante reproduzir, por homotetia, a ampliação da 
figura a seguir, utilizando a razão 2.

Para finalizar, é importante que, após cada atividade realizada, os estudantes 
tenham um momento para explicar como realizaram a atividade, que dificuldades ti-
veram na sua representação, o que observaram, o que foi possível perceber que ajude 
na formalização do conceito de translação, rotação, reflexão e homotetia. 

Além disso, o professor pode propor atividades nas quais os estudantes uti-
lizem diferentes transformações geométricas, fazendo belas composições, como é o 
caso das imagens a seguir:

Agora, verifique se os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento do Currículo da Ci-
dade são compatíveis com as atividades sugeridas para cada ano de escolaridade. 
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As figuras geométricas planas

Introdução

Durante muito tempo, começava-se a ensinar geometria na escola por meio 
das figuras geométricas planas, tendo o seu principal foco no reconhecimento do 
quadrado, do retângulo, do triângulo e do círculo. Acreditava-se que as crianças 
aprenderiam “mais e melhor” se primeiro fossem apresentadas às figuras planas. 
Hoje, a partir de inúmeras pesquisas desenvolvidas na Educação Matemática, sabe-
mos que foram cometidos muitos equívocos ao associar, por exemplo, retângulos 
com caixas de sapato, quadrado com dados e, até mesmo, círculo a bolas de futebol, 
uma vez que há, nesse contexto explicitado, figuras geométricas planas e espaciais.

Os Parâmetros Curriculares Nacionais – PCN (1997) trouxeram uma demar-
cação para o ensino da geometria no Brasil, indicando que seria mais adequado se 
iniciar o trabalho de geometria pelas figuras geométricas espaciais, pois os objetos que 
as crianças têm contato em seu cotidiano são tridimensionais e guardam similaridade 
com as figuras geométricas espaciais, como esferas, cilindros, pirâmides, entre outros. 
A planificação das figuras geométricas espaciais traz a oportunidade de as crianças 
observarem que a sua decomposição pode gerar as figuras geométricas planas.   

Neste texto, como anunciado no título, trataremos das figuras geométricas planas, 
uma vez que já temos outro texto neste material que trata da geometria espacial. 

Muitos objetos, por terem espessura muito pequena, carregam consigo a 
ideia de serem bidimensionais, um exemplo disso pode ser a folha de papel, que 
é, na verdade, tridimensional (possui comprimento, largura e espessura), mas, por 
sua espessura ser tão pequena, muitas vezes, é confundida com uma figura geomé-
trica plana.

Outra observação importante é que podemos identificar em objetos de três 
dimensões figuras planas. Vejamos alguns exemplos:
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Além disso, também podemos reconhecer que muitas construções também 
são realizadas, tendo como referência as figuras planas, vejamos alguns exemplos:

Figura 40 - Representação gráfica em forma de Pentágono, da Sede do Departamento de 
Defesa Americana
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Figura 41 - Capela de Cadetes Americanos – USA.

Notamos que as figuras geométricas planas estão presentes em nosso cotidiano 
e possuem uma grande variedade de formas. Vimos, nas figuras 40 e 41 que elas também 
estão presentes na arquitetura, como no Pentágono, que leva esse mesmo nome em fun-
ção da similaridade com a figura geométrica plana, ou mesmo a Capela de Cadetes da 
Força Área Americana, que lembra a forma de inúmeros triângulos em sua formação. Es-
sas diferentes formas, como quadrados, retângulos, circunferências, triângulos, entre ou-
tros possuem duas dimensões: comprimento e largura e são o chamadas de polígonos.

Mas o que são polígonos? Quais figuras geométricas planas são polígonos? E quais não 
são polígonos? Como posso saber?

Polígonos

Linha poligonal é formada por um conjunto de pontos ordenados A1, A2,..., An  

e pelos segmentos A1 A2 , A2 A3
 
... , An-1

 
. Os pontos são os vértices da poligonal e os 

segmentos são os seus lados (ou arestas).
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Figura 42 - Exemplos de linhas poligonais

Fonte: PINHO, J.L.R.; BATISTA, E.; CARVALHO, N.T.B, p.169.

Polígono de n lados é uma linha poligonal com vértices A1, A2,..., An , An+1 sa-
tisfazendo as seguintes condições: 

yy Todos os vértices são distintos;

yy Os lados da poligonal se interceptam somente em suas extremidades;

yy Os dois lados com mesma extremidade não pertencem a uma mesma reta. 

Vejamos alguns exemplos:

Polígonos Não polígonos

As figuras deste agrupamento são consideradas 
polígonos porque:

- são formadas por segmentos de reta, 
consecutivos e não lineares;

-são todas fechadas.

A primeira figura geométrica plana deste agrupamento 
não pode ser considerada um polígono, uma vez que ela 
não é formada apenas por segmentos de retas.

A segunda figura também não pode ser considerada um 
polígono porque seus segmentos de reta se cruzam.
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Além dos lados e dos vértices, os polígonos também possuem ângulos internos e 
externos. O ângulo interno é formado por dois lados consecutivos desse polígono. 
Os ângulos externos são formados pelo prolongamento de um de seus lados com o 
segmento de reta do lado adjacente a eles, como mostra a figura a seguir.

Ângulo
Interno

Ângulo
Externo

Figura 43 - Ângulo interno e externo de um polígono

Os polígonos recebem nomes diferentes de acordo com o seu número de 
lado, vejamos como eles podem ser chamados:

Nome do polígono Nº de lados

Triângulo 3

Quadrilátero 4

Pentágono 5

Hexágono 6

Heptágono 7

Octógono 8

Eneágono 9

Decágono 10
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Os Triângulos 

Os triângulos podem ser definidos como polígonos que têm três pontos não 
colineares e os três segmentos de reta que têm cada um, dois destes pontos como 
extremidades, como mostra a figura a seguir: 

Classificação de Triângulos

Os triângulos podem ser classificados segundo as medidas de seus lados ou 
as medidas de seus ângulos:

Quanto aos lados, os triângulos são denominados:

yy Equiláteros – os três lados são congruentes2;

yy Isósceles – (pelo menos) dois lados congruentes;

yy Escalenos – três lados distintos ou com medidas diferentes. 

2   Congruente: mesma medida.

Equilatéro Isóceles Escaleno
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Quanto aos ângulos, os triângulos são denominados:

yy Acutângulo – possui todos os ângulos agudos (< 90°)

yy Retângulo – possui um ângulo reto (= 90°)

yy Obtusângulo – possui um ângulo obtuso (> 90°)

Quadriláteros

Quadriláteros são polígonos formados por quatro segmentos de retas consecuti-
vos e não colineares. Esta definição traz como consequência as seguintes características:

Por serem polígonos: 4 ângulos, 4 vértices, 2 diagonais e a soma dos seus 
ângulos internos é de 360°.

Vamos tratar aqui de alguns quadriláteros com características especiais (parale-
lismo entre lados, congruência de lados, congruência de ângulos). Essas características 
determinarão classes (ou subconjuntos) de quadriláteros, algumas contendo outras. No 
entanto, as definições de cada um deles serão feitas de forma independente e, a partir 
da análise das propriedades de cada um, determinaremos se uma classe de quadriláteros 
está ou não contida em outra. A figura a seguir indica alguns quadriláteros:

A

A A D

B CE

F G
H I

B C

D

B

C A D

B

C

A

D

B C

D

E

Acutângulo Retângulo Obtusângulo
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Paralelogramo

Paralelogramo é um polígono que possui lados opostos paralelos e con-
gruentes. Suas diagonais se interceptam em seus pontos médios. Além disso, possui 
ângulos opostos congruentes, conforme mostra a figura a seguir:

 D C

A B

P

Losango

O losango é um quadrilátero que tem os quatro lados congruentes. Seus ângulos 
opostos são congruentes e suas diagonais são perpendiculares, conforme figura abaixo:

C

90°
CD

A

Será que podemos afirmar que todo losango é um paralelogramo? Pense nas definições 
de paralelogramo e nas definições de losango, veja o que há de comum e o que há de 
diferente, depois continue a leitura. 

Observação: Podemos, a partir da definição de paralelogramos, afirmar que 
todo losango é um paralelogramo, uma vez que as características do paralelogramo 
estão presentes no losango, pois possuem lados opostos paralelos e congruentes, ân-
gulos opostos também congruentes e suas diagonais se interceptam no ponto médio. 
Mas nem todo o losango é um paralelogramo. 
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Retângulo

Retângulo é um quadrilátero que possui lados opostos paralelos e congruen-
tes, seus ângulos internos são congruentes medindo 90° e diagonais congruentes. 

D C

A B

P

Será que podemos afirmar que todo retângulo é um paralelogramo? Pense nas defini-
ções de paralelogramo e nas definições de losango, veja o que há de comum e o que há 
de diferente, depois continue a leitura?

Quadrado

Um quadrado é um quadrilátero que possui os quatro lados congruentes e 
os quatro ângulos retos (90°). Da definição, depreende-se que um quadrado é um 
losango e também é um retângulo e, portanto, é um paralelogramo. Ele herda, por-
tanto, todas as propriedades daqueles quadriláteros: suas diagonais são congruen-
tes, perpendiculares e se interceptam ao meio. 

D

A

90°

90°

90°

90°

90°

B

C
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Trapézios

Trapézio é um quadrilátero que possui um único par de lados paralelos. Os 
lados paralelos do trapézio são chamados de base; o que tem maior medida é, co-
mumente, chamado base maior, e o que tem menor medida é a base menor. As pro-
priedades dos paralelogramos não são válidas para os trapézios.

Os trapézios podem ser escalenos, retângulos e isósceles.

Trapézio Escaleno: são aqueles que possuem um par de lados paralelos, mas 
seus lados não possuem nenhuma medida igual.

D C

A D

Trapézios Retângulos: são aqueles trapézios que possuem dois ângulos in-
ternos com medida de 90°.

D C

A D

Trapézios isósceles: são aqueles em que os lados que não são paralelos pos-
suem a mesma medida (são congruentes).

A B

D C

As propriedades específicas para o trapézio isósceles são as seguintes:

1.	 Os ângulos da base maior do trapézio isósceles são iguais;

2.	 As diagonais do trapézio isósceles são congruentes.

Base menor

Base maior
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Outros Quadriláteros

Outros quadriláteros: são todas as figuras geométricas planas que possuem 
4 vértices e 4 ângulos, mas  não possuem nem um par de lados paralelos, como é o 
caso dos  trapézios, nem, tampouco, dois pares de lados paralelos, como é o caso 
dos paralelogramos. Vejamos alguns exemplos:

A

B C

D

B
A

D

C

   

Outros Polígonos

Além dos polígonos estudados anteriormente, temos ainda outros que po-
dem ser regulares ou irregulares.

Os polígonos regulares são aqueles em que todos os seus lados são con-
gruentes e como consequência seus ângulos internos também são congruentes. 
Exemplos de polígonos regulares: Triângulos Equiláteros, Quadrado, Hexágono Re-
gular, entre outros.

Polígono regular Imagem

Triângulo equilátero

Quadrado

Pentágono

Hexágono
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Os polígonos irregulares são aqueles em que todos os seus lados não são 
congruentes, logo, os seus ângulos internos também não são congruentes. Vejamos 
alguns exemplos:

3 lados 4 lados 5 lados 6 lados 7 lados 8 lados

Outras figuras geométricas planas

Além dos polígonos temos ainda outras figuras planas como círculos, ovais 
entre outras.

Círculo

Oval
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Algumas possibilidades para o  
trabalho com a geometria plana

Ciclo de Alfabetização

A aprendizagem da geometria plana no Ciclo de Alfabetização deve ser inicia-
da de forma gradual, partindo dos conhecimentos que as crianças possuem do mun-
do real, podendo, nesse percurso, formar os conceitos essenciais. A manipulação de 
objetos conhecidos e a reflexão sobre as atividades propostas terão papel fundamen-
tal para essa construção. O trabalho deverá estar focado nas experiências informais, 
que vão sendo propostas ao longo das atividades desenvolvidas, e serão a base para 
o ensino mais formal, de maneira que os estudantes possam fazer explorações, ob-
servações, desenhar e estabelecer comparação entre as representações feitas.

Nesta faixa etária, seria interessante que as atividades fossem exploradas 
oralmente, identificando as similaridades e as diferenças entre algumas figuras ge-
ométricas planas, como os triângulos, os quadrados, os retângulos e os círculos, 
permitindo sua representação, o reconhecimento de algumas características, como 
vértices e lados e ainda identificar as que são polígonos e as que não são. Além disso, 
é importante que os estudantes consigam identificar algumas figuras geométricas 
planas e saiba nomeá-las. Para isso, o professor pode utilizar algumas brincadeiras 
de adivinhação que as identifiquem por meio de algumas de suas características.

Outra tarefa investigativa interessante  para este ciclo é a construção de figu-
ras a partir das que ficam disponibilizadas, como retângulos, quadrados e triângu-
los, que podem ser confeccionadas com cartão, cartolina, madeira etc. A ideia é que 
os estudantes tenham contato com essas figuras e,  a partir delas, construam outras.

	 A	 B	 C	 D

Construção das figuras: o retângulo B deve corresponder ao tamanho de 
dois quadrados. Os dois triângulos resultam da dobradura ao meio da figura A e da 
B por uma de suas diagonais, como mostrado a seguir: 



Orientações Didáticas do Currículo da Cidade

99

Matemática

	 A	 B

Tarefa Investigativa: os estudantes podem, de forma livre, traçar figuras, uti-
lizando quantas peças quiserem. Isso permite que se familiarizem com a forma e com 
o nome; o professor pode passar por entre as carteiras e solicitar que o estudante fale 
sobre a representação feita, ao mesmo tempo que diz o nome das peças que utilizou 
para fazer o seu desenho.

Depois o professor pode apresentar um novo desenho como o de um barqui-
nho e solicitar que os estudantes o representem.

Durante a realização da atividade, o professor pode fazer perguntas como: 

“Que peças devemos utilizar para podermos construir uma figura igual?”, “De quantas 
vamos precisar?”. Que movimentos vocês fizeram para que a figura de vocês ficasse 
igual a esta? Com estas questões pretende-se não só que as crianças reconheçam 
triângulos em diferentes posições, mas também que possam identificar a forma e o 
número de peças que terão de utilizar na construção.

Essas são algumas propostas que o professor pode utilizar no Ciclo de Alfa-
betização. A partir delas, os estudantes poderão inventar novas figuras e propor que 
os colegas as reproduzam, mas que também possam representar os desenhos de seus 
colegas, além de descrever os processos que utilizaram. 



Orientações Didáticas do Currículo da Cidade

100

Matemática 

Ciclo Interdisciplinar

A aprendizagem da geometria plana no Ciclo Interdisciplinar envolve a am-
pliação dos conhecimentos do ciclo anterior. O foco deve estar na representação e 
no registro das observações que permitam aos estudantes ir, progressivamente, esta-
belecendo relações entre as figuras geométricas planas estudadas, sistematizando os 
conhecimentos sobre suas  propriedades.

As atividades exploratórias também podem ser de grande apoio ao professor 
neste ciclo, pois permitem ao estudante um espaço de descoberta e também registros 
mais consistentes sobre suas observações, apoiadas nas propriedades dessas figuras.

Os estudantes terão a oportunidade de classificar e comparar polígonos: tri-
ângulos, quadrados, retângulos, trapézios, paralelogramos a partir do conhecimen-
to das medidas de seus lados e vértices.

O jogo da Adivinhação pode contribuir para que os estudantes possam ob-
servar as características das figuras geométricas planas e iniciar o processo de siste-
matização das propriedades dessas figuras.

 A turma pode ser organizada em grupos de três a quatro estudantes, as pe-
ças como quadrados, retângulos, círculos, ovais, trapézios, paralelogramos, losan-
gos, pentágono, hexágono entre outras serão distribuídas no centro da mesa e uma 
criança escolherá uma peça, sem movê-la da mesa, sem mostrar aos demais qual foi 
a figura escolhida, como indicado a seguir:
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Um dos estudantes levanta uma característica: tem quatro lados? Se o co-
lega que escolheu a figura disser sim, as crianças já sabem que a figura escolhida 
é um quadrilátero. Agora, um novo colega faz uma nova pergunta, por exemplo: a 
figura escolhida tem quatro lados iguais? Se a resposta for sim, a figura pode ser um 
quadrado ou um losango. O próximo colega pode perguntar, a figura se parece com 
um “balãozinho”? Se o colega responder que sim, ele descobriu que a figura é um 
losango. Esse jogo pode se feito durante todo o ano, ampliando o número de figuras 
geométricas que serão disponibilizadas para o jogo. 

Outro objetivo proposto para esse ciclo está ligado à associação das pla-
nificações de algumas figuras geométricas espaciais com as figuras planas que as 
compõem. As atividades de montar e desmontar figuras ajudam a estabelecer esta 
correspondência. Vejamos algumas possiblidades:

1.	 Planificação do cubo:

Os estudantes recebem a planificação do cubo, eles irão recortar cada  qua-
drado que o compõe e, em seguida, devem verificar em que posição poderão colocar 
cada lado do quadrado, de maneira a permitir novamente o seu fechamento.
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Nesse trabalho de investigação, os estudantes perceberão que há inúmeras 
maneiras de fechamento para essa figura geométrica espacial, no total 11 possibili-
dades, o que traz uma ampliação bastante significativa do pensamento geométrico e 
espacial da turma. Vejamos quais são essas possibilidades:

Essas são algumas possibilidades do trabalho com a geometria plana no Ci-
clo Interdisciplinar. Essas atividades permitem que os estudantes observem, constru-
am, registrem suas descobertas e sistematizem os conhecimentos, ampliando-os em 
relação ao ciclo anterior. 

Ciclo Autoral

No Ciclo Autoral, os estudantes continuam ampliando os seus conhecimen-
tos geométricos relacionados à geometria plana, conhecerão a condição de existên-
cia de um triângulo, podendo também utilizar para esta finalidade as tarefas investi-
gativas, vejamos uma possibilidade:

Para a realização desta atividade, os estudantes precisarão de régua, trans-
feridor. A ideia é que eles possam fazer construções e discutam se é possível ou não 
construir triângulos que tenha essas características.

Será que podemos construir triângulos, conhecendo alguns de seus elementos?



Orientações Didáticas do Currículo da Cidade

103

Matemática

Orientação para a construção do triângulo
Registro se foi possível ou não a construção. 
(Dê um exemplo e um contraexemplo, caso não 

seja possível a construção)

A medida de dois de seus lados e o ângulo que é formado 
por esses lados?

A medida de dos dois de seus lados e o valor do ângulo 
oposto ao maior desses lados?

A medida dos três lados?

A medida de um lado e o valor dos dois ângulos que estão 
apoiados nesse lado? 

Fonte: Adaptado de PONCE, 2004, p. 71.

Essas situações podem propiciar uma boa discussão sobre quais as condições 
necessárias para a construção de triângulos, permitindo que os estudantes coloquem 
em jogo as propriedades dos triângulos, por exemplo, que a soma dos ângulos in-
ternos de um triângulo é sempre 180°. Ou mesmo que, para construir um triângulo, 
conhecendo os seus lados, é necessário que a soma de dois de seus lados seja maior 
ou superior à medida do outro lado.

Outra atividade interessante que pode ser proposta aos estudantes desse ci-
clo é a que trata das relações entre as diagonais dos quadriláteros.

Essa é uma atividade que possibilita o trabalho de construção dos quadrilá-
teros e a análise de como se comportam as suas diagonais.

Os estudantes devem construir quadrados, retângulos, trapézios, paralelo-
gramos e losangos e suas respectivas diagonais.

Depois de construir, irão analisar as diagonais de cada uma delas, verificando 
se: possuem a mesma medida ou medidas diferentes, se são perpendiculares e em 
que ponto elas se encontram?

Em seguida, discutirão em pequenos grupos as observações feitas. O grupo 
deve registrar, em uma planilha, essas observações que serão discutidas com toda a 
turma, de maneira a sistematizar e generalizar essas observações realizadas.
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Figura geométrica Plana

Ângulos Diagonais
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Fonte: Adaptada de PONCE, 2004, p.73. 

Essas são algumas possibilidades de trabalho com a geometria plana. As indi-
cações permitem que os estudantes pensem e coloquem em jogo os conhecimentos 
que foram adquirindo em cada ano do ciclo, sem deixar de trabalhar a comunicação, 
o registro, a sistematização, chegando a generalizar os conceitos, fazendo uso das 
propriedades das figuras geométricas planas.
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Eixo Probabilidade  
e Estatística

Estatística no Ensino Fundamental

Reflexões iniciais sobre o ensino da Estatística

Todos os dias, deparamo-nos com inúmeras informações apresentadas por 
meio de símbolos, gráficos e tabelas. Para compreender essas informações, posicio-
namo-nos diante delas, analisando, criticando e tomando decisões, pois esses são 
conhecimentos necessários para o letramento estatístico, considerados imprescindí-
veis para a formação do cidadão e para vida em sociedade. 

Como você aprendeu Estatística? Em qual ano do seu processo de escolarização?

Pensando no seu processo de formação, o que você tem ensinado de Estatística aos 
estudantes? Com que finalidade?  Reflita sobre essas questões articulando-as à leitura 
do texto.

Durante muito tempo, a Estatística ocupou um espaço secundário nos cur-
rículos de Matemática, por isso podemos afirmar que muitos de nós, professores, 
tivemos o contato mais aprofundado com este eixo somente no Ensino Superior.  
Atualmente, devido a sua relevância social, estudos apontam a importância do de-
senvolvimento do pensamento estatístico desde muito cedo. Smole, Ishihara e Chica 
(2009) destacam que os estudantes desenvolvem noções rudimentares de estatística 
ainda na Educação Infantil, realizando pequenas pesquisas e construindo tabelas e 
gráficos para organizar os dados. A estatística no Ensino Fundamental foi proposta 
desde os Parâmetros Curriculares Nacionais (1997), organizada no bloco de conte-
údo denominado “Tratamento da Informação”. Alguns documentos posicionam-se 
sobre o tema, defendendo que o trabalho com a Estatística envolve: a leitura e in-
terpretação de informações estatísticas, coleta, organização, resumo e apresentação 
de dados, construção de tabelas e gráficos, cálculo e interpretação de medidas de 
tendência central e de dispersão.
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Hoje em dia, em de nossas tarefas diárias, precisamos coletar, organizar, representar, 
interpretar para analisar dados e informações em uma variedade de contextos.

Considerando a sua experiência docente reflita:

Essas habilidades são exploradas como deveriam ser no Ensino Fundamental? 

Podemos afirmar que aprender Estatística se limita a interpretar e analisar dados?

Comumente, o ensino de Estatística, de maneira equivocada, tem sido restri-
to à leitura e interpretação de gráficos e tabelas, renegando as próprias orientações 
curriculares. O Currículo da Cidade evidencia, para este eixo estruturante, que, desde 
os anos iniciais do Ensino Fundamental, os estudantes podem envolver-se em pesqui-
sas de temas de seu interesse, por exemplo: quais são os seus brinquedos preferidos? 
Quais são as frutas mais aceitas no horário do recreio? Qual meio de transporte 
utilizam para ir à escola? Curiosidades como essas podem proporcionar situações de 
aprendizagem que compreendam as habilidades de coletar, organizar, representar, 
interpretar e analisar dados. Assim, a Estatística pode ser introduzida por meio de 
questões simples, mas significativas às crianças e adolescentes. 

Embora se apresente como uma proposta, relativamente tranquila de ser 
desenvolvida pelo professor, o processo de mediação é fundamental. Dessa forma, 
apresentamos a seguir a sugestão de um roteiro de trabalho que pode se constituir 
como uma etapa de um projeto ou, até mesmo, uma sequência de atividades.

Roteiro de trabalho para o ensino da Estatística

É comum que os estudantes demonstrem disposição em levantar dados, 
construir gráficos e observar fenômenos. A partir de um tema de interesse, eles po-
derão envolver-se em uma pesquisa. Entretanto, pesquisar, atividade inerente à Esta-
tística, requer planejamento de maneira que os dados coletados, com rigor, possam 
ser tratados e sistematizados a partir de uma linguagem própria. Vejamos como o 
professor pode planejar esse processo. 

1.	 Definição do tema ou assunto - Refere-se ao momento de escolha dos 
temas e/ou assuntos do cotidiano dos estudantes. O professor poderá 
negociar o tema com a turma.

2.	 Leituras sobre o tema - Os estudantes pesquisam informações sobre o 
tema e realizam discussões para definir quais aspectos específicos preten-
dem pesquisar do tema escolhido. 

3.	 Organização dos trabalho - Discutir e registrar como irão organizar os 
trabalhos (distribuir tarefas, definir responsabilidades e etc.).

4.	 Objetivos e público-alvo - Definir os objetivos e o público-alvo da pesqui-
sa de campo, ou seja, os entrevistados. Os estudantes levantam hipóteses 
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sobre os possíveis resultados para compará-los com os resultados finais. 
Definir o público-alvo ajudará a elaborar as perguntas.

5.	 Instrumentos de pesquisa – Elaborar com os estudantes questões curtas 
e objetivas, cujas respostas são passíveis de mensuração. As respostas 
em forma de alternativas facilitarão a compreensão dos entrevistados e a 
tabulação posterior dos dados.

6.	 Coleta de dados – Discutir com os estudantes como se apresentar ao 
entrevistado, explicar os objetivos da pesquisa e perguntar se está dis-
posto a participar da entrevista. A princípio, nos anos iniciais do Ensino 
Fundamental, as crianças podem fazer perguntas a dois ou três colegas, 
satisfazendo sua curiosidade inicial. A seguir, a pergunta poderá ser es-
tendida para toda turma. Além disso, podemos provocar a curiosidade 
com novas questões: O grupo de meninos terá a mesma preferência que 
o grupo de meninas? Se investigarmos a preferência dos pais, teremos o 
mesmo resultado  para todo o grupo das crianças?

7.	 Conteúdos matemáticos – Conforme o nível da turma, será necessário 
avançar nos conteúdos matemáticos. Contagem, intervalo, razão, fração, 
ângulo, cálculos, proporção e porcentagem podem ser úteis.

8.	 Tabelas e gráficos - Antes de os estudantes organizarem os dados e ele-
geram a melhor forma de representação, pode-se discutir com eles que as 
tabelas organizam informações em linhas e colunas, enquanto os gráficos 
usam imagens (barras, setores, linhas ou elementos pictóricos). Alguns 
materiais são úteis nesta fase do trabalho, como papel quadriculado, ré-
gua, transferidor e compasso. As tecnologias digitais também podem ser 
um recurso valioso. Não podemos esquecer que existe uma variedade de 
tipos de gráficos (de barra, de setor, de linha ou elementos pictóricos) e 
tabelas (simples e de dupla entrada), ambos utilizados a partir da natu-
reza das informações a serem comunicadas.  É importante proporcionar 
aos estudantes uma diversidade de situações em que possam interpretar 
e construir tabelas e gráficos, avançando em sua complexidade. 

9.	 Relatório – Mesmo nos anos iniciais, o professor pode produzir com 
os estudantes um relatório com a descrição dos objetivos da pesquisa, 
como os dados foram coletados, o nome dos pesquisadores e as tabelas 
ou gráficos produzidos com a representação dos resultados.

10.	Divulgação – Os estudantes divulgam os resultados da pesquisa, por 
exemplo, para outras turmas da escola, para os familiares ou na comu-
nidade local. Podem ser utilizados cartazes, cópias, exposições e seminá-
rios, entre outros.

11.	Análise crítica – A pesquisa não se esgota na produção de tabelas e gráficos, 
mas os estudantes precisam aprender a relacionar os dados, refletir sobre 
os resultados e criticá-los. As análises críticas da turma podem constar em 
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um relatório produzido coletivamente. Nesta etapa é importante que os es-
tudantes sejam estimulados a comunicar oralmente ou por escrito o que 
perceberam sobre as informações contidas em tabelas e gráficos.

Professor, leia os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento do eixo Probabilidade e 
Estatística previstos para o ano que você leciona e articule-os às etapas apresentadas no 
roteiro de trabalho. Verifique, também, se alguns projetos referentes ao TCA (Trabalho 
Colaborativo de Autoria) podem ser apoiados por pesquisas.

Este roteiro de trabalho pode ser utilizado nos diferentes anos do Ensino 
Fundamental.  Conti (2009) diz que o processo de pesquisa que antecede a constru-
ção e interpretação de gráficos é um componente do letramento estatístico, pouco 
valorizado nos livros didáticos e que, muitas vezes, abordam a tabela pronta e so-
licitam apenas a transformação dela em um gráfico, sem engajar os estudantes em 
um importante processo de compreensão de aspectos de sua realidade e realização.

Ao longo do Ensino Fundamental, a construção de gráficos deve evoluir em 
complexidade, de modo que os estudantes avancem nas representações, no conheci-
mento matemático e na linguagem estatística para comunicar resultados, utilizando 
termos como maior e menor frequência, por exemplo. 

A complexidade na interpretação de gráficos

Como gráficos e tabelas estão sempre visíveis na mídia, parece que é um conhecimento 
muito simples e que todos são capazes de entender. Será que isso é verdade? Reflita a 
respeito e continue a leitura do texto.

O desenvolvimento do pensamento estatístico contempla a leitura, a compara-
ção e a interpretação de dados apresentados em tabelas e gráficos. Questionamentos 
sobre o título (que indica o que está sendo representado), a fonte (que revela a origem 
das informações) e a legenda dos gráficos (o que significa cada cor, por exemplo), po-
dem ajudar os estudantes na leitura e interpretação das informações, como também a 
observarem certas regularidades. Por exemplo, que em um gráfico de colunas a altura 

Leia o artigo “O trabalho com o Tratamento da Informação no 2º ano do Ensino 
Fundamental: uma experiência em sala de aula com a construção de tabelas e gráficos” 
das autoras Priscila Bernardo Martins e Julia de Cássia Pereira do Nascimento. 
Disponível em: http://www.sbembrasil.org.br/enem2016/anais/pdf/5715_3555_ID.pdf
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é que mostra a variação de quantidade e não a largura das barras. Já no gráfico de 
linhas, os intervalos entre as marcações são sempre do mesmo tamanho, para garantir 
a proporcionalidade das informações apresentadas.

A complexidade na interpretação de gráficos foi abordada nos estudos de 
Curcio (1987). De acordo com o autor, os gráficos podem ser vistos como um tipo 
de texto e sua leitura pode ser classificada em três níveis: leitura de dados, leitura 
entre os dados e leitura além dos dados.  

No primeiro nível, a leitura de dados é realizada de forma literal, não ocorre 
uma interpretação. 

No segundo nível, ler entre os dados, o leitor precisa fazer a leitura de infor-
mações que não estão explícitas para interpretar o gráfico. Neste nível, o estudante 
deve combinar e integrar informações, além de identificar relações matemáticas a 
partir de algum conhecimento prévio sobre o assunto tratado no gráfico. Este é o 
nível mais comum na compreensão de gráficos.

No terceiro nível, ler além dos dados, o estudante deve conseguir responder 
questões, cujas respostas requerem o uso de informações implícitas no gráfico, ex-
trapolando, predizendo ou fazendo inferências.

Com base nos níveis de leitura de gráficos definidos por Curcio (1987), analise as questões do 
gráfico a seguir, categorizando-as como leitura de dados, leitura entre dados ou leitura além 
dos dados:

1. O que representa este esquema?

2. Qual a merenda preferida dos estudantes?

3. Quantos estudantes preferiram a fruta?

4. Quantos estudantes estudam nesta turma?

5. A representação foi feita com figuras. De que outra forma poderíamos fazer este quadro?Di
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Diversos estudos apontam que os estudantes no Ensino Fundamental atin-
gem apenas o segundo nível no que se refere à leitura e à interpretação de gráficos. 
Fernandes e Morais (2011) realizaram um estudo com 108 estudantes do 9º ano do 
Ensino Fundamental. Observe um dos gráficos apresentados aos estudantes: 

Principais países produtores de arroz

Em 2005, foram produzidos 619 milhões de toneladas de arroz em todo o mundo. O gráfico de 
barras que se segue apresenta, em milhões de toneladas, a produção dos principais países 
produtores de arroz.

1- Em 2005, que quantidade de arroz produziu a Indonésia? 

2- Qual a percentagem de arroz produzido pela Índia em 2005? 

3- O Brasil também é produtor de arroz. Em 2005, a produção brasileira foi, aproximadamente, 7% da produção 
chinesa. A produção brasileira representa mais ou menos do que 5% da produção mundial de arroz? Justifique a 
sua resposta. 

Na primeira questão, que requer a leitura literal do gráfico (ler os dados), 90% 
dos estudantes acertaram a resposta. Na segunda questão (ler entre os dados), ape-
nas 1/3 dos estudantes responderam corretamente e na questão de número três, que 
também exigia a leitura entre os dados, menos da metade dos estudantes acertaram. 

O estudo incluiu o gráfico de barras, o gráfico de setor e o gráfico de linhas. 
Não houve uma diferença significativa de desempenho dos estudantes na leitura e 
interpretação dos diferentes tipos de gráficos. Em relação aos três níveis de compre-
ensão descritos por Curcio (1987), a maioria dos estudantes é capaz de ler os dados 
(nível 1), mas menos de ¹/³ conseguem ler entre os dados e ler além dos dados. 
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O estudo mostra que o desempenho dos estudantes está relacionado ao seu 
fraco desempenho na leitura e interpretação de gráficos estatísticos e, também, na 
ausência de conhecimentos matemáticos. 

Para resolver as questões, os estudantes recorrem à regra de três simples, prin-
cipalmente nas questões localizadas no nível “ler entre os dados”. Embora o recurso às 
proporções, como igualdade de duas razões, torne mais explícito o raciocínio propor-
cional, a ênfase dada pelos professores à regra de três simples, provavelmente, leva os 
estudantes a utilizarem esta regra para resolverem as questões propostas.

Agora que você conhece os diferentes níveis de leitura de gráficos reflita:

Qual a importância de propor perguntas que envolvem a leitura de dados, leitura entre 
dados ou leitura além dos dados no processo de interpretação dos gráficos? Quais são 
as implicações do processo de construção de gráficos para o desenvolvimento das ha-
bilidades leitoras? Para você, o estudante que participa do processo de construção do 
gráfico terá um desempenho melhor na sua interpretação?

Pense a respeito dessas questões e continue a leitura do texto.

O ensino de Estatística para a autonomia dos 
estudantes

Nos anos finais do Ensino Fundamental, os conhecimentos estatísticos de-
vem ser aprimorados, ampliados e novos conceitos acrescentados. Trabalhar Esta-
tística é um desafio para o professor de Matemática, buscar aporte teórico e novas 
metodologias de ensino podem favorecer a compreensão e um maior engajamento 
por parte dos estudantes. Construir gráficos e tabelas vinculados a contextos muito 
distantes dos estudantes pode proporcionar algumas aprendizagens, mas não ga-
rante engajamento em questões sociais relevantes para a comunidade e o desenvol-
vimento da autonomia com vistas à tomada de decisões.

Nesse sentido, a Educação Estatística pode contribuir de maneira bastante sig-
nificativa, pois permite que o professor selecione temas que sejam relevantes, à socie-
dade atual, trazendo, a partir das discussões feitas em cima de temas relevantes, como 
poluição dos rios e mares. Uma Educação Estatística crítica requer do professor uma 
atitude de respeito aos saberes que o estudante traz à escola, que foram adquiridos 
por sua vida em sociedade. Em nosso modo de entender, é necessária a discussão de 
temas, como a poluição dos rios e mares, os baixos níveis do bem-estar das popula-
ções, o abandono da saúde pública, entre outros; questões que estão em manchetes 
de jornais diários e revistas e em reportagens de televisão. Trabalhando a análise desses 
temas que estão sempre envolvidas em índices, tabelas, gráficos etc., podemos viabili-
zar a formação de cidadãos críticos, éticos e reflexivos (LOPES, 2008, p. 62).
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Problemas de Combinatória

Introdução

Quando nos propomos a analisar os significados dos problemas que envol-
vem o Campo Multiplicativo, certamente, nos deparamos com um tipo de problema 
pouco explorado no Ensino Fundamental, denominado problema de combinatória. 
Esse tipo de problema envolve a contagem de objetos ou pessoas, permitindo desen-
volver o “pensamento combinatório”. 

Desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, as indicações para o traba-
lho com esse tipo de problema surgem com os Parâmetros Curriculares Nacionais 
para o Ensino Fundamental de Matemática (1997), que, à época, representavam um 
avanço na abordagem de problemas de combinatória. Nesse documento, a proposta 
apresentava situações em que era preciso decidir sobre a forma mais adequada de 
organizar números ou informações para poder contar os casos possíveis. O docu-
mento propunha uma abordagem que não estivesse relacionada a uma lista de fór-
mulas, mas como um processo que exige a construção de um modelo simplificado e 
explicativo da situação.

Entretanto, não são apenas os documentos curriculares que apresentam pro-
postas para o trabalho com esse tipo de problema. Há muitos pesquisadores inter-
nacionais e nacionais que defendem essa posição.

Você trabalha com esse tipo de problema com os estudantes? Em que ano(s) ou ciclo da 
escolaridade? Justifique o motivo do seu trabalho ou a falta de abordagem desse tema. 

Autores, como Borba (2010), afirmam que as situações que envolvem o signi-
ficado de combinatória constituem-se em um verdadeiro problema, de acordo com as 
concepções de educadores matemáticos sobre o tema. Comentam que esses proble-
mas envolvem uma situação que abarca dados e conhecimentos que possibilitam sua 
solução, mas que, no início, não há uma estratégia que possibilita sua resolução. Isso 
implica em uma análise mais cuidadosa do que é colocado no enunciado, do que se 
deseja determinar e das formas que permitem chegar à resposta esperada. 
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Você já ouviu dizer que há uma estreita relação entre a combinatória e a probabilidade?  
Veja o que diz o texto a seguir sobre isso. 

O levantamento de casos possíveis de situações combinatórias auxilia na aná-
lise de probabilidades, pois é necessário pensar em probabilidades quando se julga 
o que seja provável, improvável e impossível. A probabilidade pode auxiliar a dife-
renciar o que acontece na realidade e o que é possível acontecer. Essas constatações 
levam à percepção de que a combinatória é estreitamente ligada à probabilidade. 

Probabilidade Combinatória

Raciocínio Combinatório

Afinal, o que você entende por raciocínio combinatório? Anote suas ideias sobre o assunto 
e amplie os seus conhecimentos a partir da leitura do texto. 

O raciocínio combinatório envolve um modo de pensar muito presente na 
análise de situações em que, dados determinados conjuntos, devem-se agrupar os 
elementos de modo a atender critérios específicos (de escolha e/ou de ordenação) e 
determinar (direta ou indiretamente) o total de agrupamentos possíveis.

Esse modo de pensar está estreitamente associado às situações do cotidiano, 
como a organização de equipes e de campeonatos esportivos, e também às situações 
contidas em outras áreas do conhecimento, como na nutrição, nas combinações de 
elementos de categorias diversas para equilíbrio alimentar. Além disso, as situações 
que envolvem combinatória desenvolvem um raciocínio de caráter hipotético deduti-
vo, base para o raciocínio científico, no qual é possível isolar variáveis, manter algu-
mas constantes e variar outras.

E na escola? Em que ciclo você acha que seria importante desenvolver esse tipo de proble-
ma? Como você acha que os estudantes podem resolver os problemas de combinatória? 
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Na escola, a resolução de problemas combinatórios pode ser realizada por 
meio de desenhos, de listagens, de árvores de possibilidades e com uso de fórmu-
las numa etapa mais avançada da escolaridade, no Ensino Médio. Em particular, a 
árvore de possibilidades pode proporcionar a compreensão de diferentes situações 
combinatórias, pois permite observar sistematicamente quais as possíveis combina-
ções e selecionar os casos válidos para cada situação encontrada.

Na sequência, apresentamos três tipos de representações diferentes para a re-
solução do problema a saber: João tem 4 camisas (uma azul, uma amarela, uma listra-
da e uma laranja) e 3 calças (uma preta, uma verde e uma azul). De quantas maneiras 
diferentes ele pode se vestir combinando todas as camisas com todas as calças?

Tabelas de dupla entrada
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Árvore de possibilidades
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Listagens 

Camisa Calças

Azul

Verde

Preta

Azul

Amarela

Verde

Preta

Azul

Listrada

Verde

Preta

Azul

Laranja

Verde

Preta

Azul

Ideias envolvidas em Problemas de Combinatória 

No Ensino Fundamental, os problemas de combinatória podem envolver as 
ideias de produto cartesiano, permutação, arranjo e combinação. Como já foi co-
mentado em outros textos deste material, não se pretende estabelecer nomenclatura 
que permita aos estudantes identificar as diferenças entre essas ideias, nem fazer uso 
de fórmulas como as que são ensinadas no Ensino Médio, sem discussão das ideias. 
O que se pretende é que os estudantes explorem situações contextualizadas e as re-
solvam por meio de procedimentos pessoais, chegando a alguma sistematização no 
Ciclo Autoral. 

Pessoa e Borba (2009), com base em pesquisas empíricas, argumentam que 
se deve trabalhar em todos os níveis e modalidades de ensino com todos os signi-
ficados da combinatória, ou seja, o “produto cartesiano”3, as permutações, os ar-
ranjos e as combinações, pois há relações básicas da combinatória dispostas nesses 
quatro significados. Para as autoras, o contato com essas situações variadas pode 
levar ao desenvolvimento do raciocínio combinatório. Acreditam, ainda, no trabalho 
contínuo com esses significados e não consideram adequada uma ênfase inicial ao 

3     Esta nomenclatura é usada por alguns autores e neste documento será usada entre aspas. Há controvérsias sobre o uso dessa nomencla-
tura, pois um produto cartesiano envolve pares ordenados e nos problemas de combinatória que trabalham com essa ideia os pares não 
são ordenados necessariamente, ou seja, tanto faz tomar um sorvete de duas bolas, uma de coco e outra de morango e representar essa 
combinação com o par (c,m) ou (m,c). Neste caso, os pares não precisam ser ordenados, logo o conjunto desses pares não formaria 
um produto cartesiano. 
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“produto cartesiano” que, no geral, é o tipo de situação trabalhada desde o Ciclo de 
Alfabetização, deixando para o Ensino Médio os outros significados.

O desenvolvimento de situações que envolvem os quatro significados de 
combinatória podem levar os estudantes a observar semelhanças e diferenças entre 
diversos tipos de problemas - tanto em termos do número de conjuntos, a partir 
dos quais os elementos devem ser escolhidos, como da ordenação, implicando, ou 
não, em possibilidades distintas, ou ainda da possibilidade, ou não, de repetição de 
elementos e, em casos especiais, de condições impostas – como certos elementos 
ocupando determinadas posições.  

Esse tipo de problema permite o trabalho com relações e propriedades inva-
riantes (de escolha, de ordenação, de repetição de elementos, de condições impostas 
à disposição desses elementos).

A seguir, apresentaremos um exemplo de cada tipo.  

Problemas de “produto cartesiano”

Os problemas de “produto cartesiano” são trabalhados desde o Ciclo de 
Alfabetização, como problemas de combinatória e fazem parte do Campo Multipli-
cativo. No entanto, são trabalhados como se fossem os únicos tipos de situações de 
combinatória. De fato, o que caracteriza esse tipo de problema de combinatória é a 
combinação entre todos os elementos de um dado conjunto, com todos os elemen-
tos de outro conjunto.  

Problema 1: 

Marcia tem 3 blusas (uma azul, uma preta e uma verde) e 4 calças (uma  bege, uma branca, uma rosa 
e uma vermelha). De quantos modos diferentes ela pode se vestir combinando todas as blusas com 
todas as calças?

Neste problema, cada uma das 3 blusas pode ser combinada com cada uma 
das 4 calças, totalizando 12 combinações. No geral, esse tipo de problema já vem sen-
do explorado em livros didáticos e em avaliações externas e incorporado na prática dos 
professores. As crianças do Ciclo de Alfabetização costumam ter bom desempenho 
nesse problema.  No entanto, de início, é frequente fazerem a adição dos valores apre-
sentados em cada conjunto e, só depois, desenhando ou escrevendo as possibilidades, 
é que vão percebendo que o número obtido não corresponde à soma dos elementos 
dos dois conjuntos, mas sim ao produto do número de blusas pelo número de calças. 
Temos assim, dois conjuntos diferentes a partir dos quais se deve combinar cada um 
dos elementos de um conjunto, com todos os elementos de outro conjunto.

Na sequência, apresentamos um exemplo de resolução de estudante do quar-
to ano do Ciclo Interdisciplinar, da Rede Municipal de Ensino de São Paulo.
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Figura 44 - Resolução do problema 1

A partir da observação de vários casos, em que o número de possibilidades 
geradas por conjuntos com n e com m elementos, respectivamente, pode ser deter-
minado pelo produto n x m, há indicativos de que os estudantes, a partir do Ciclo 
Interdisciplinar generalizam a situação usando a multiplicação.

As relações invariantes dos “produtos cartesianos” (em qualquer contexto 
utilizado) são: as escolhas são efetuadas a partir de dois ou mais conjuntos distintos 
e o número total de possibilidades pode ser obtido por um produto do número de 
elementos de cada um desses conjuntos distintos. O princípio fundamental da con-
tagem justifica esse produto, uma vez que há 3 possibilidades de escolha de blusas e 
4 possibilidades para a escolha de calças, resultando no produto 3 x 4.

Você já ouviu falar do princípio fundamental da contagem? Sabe como pode ser enunciado?

O princípio fundamental da contagem pode ser enunciado da seguinte for-
ma: se há um acontecimento formado por diversas etapas em que conhecemos o 
número de possibilidades de cada uma dessas etapas se realizarem, multiplicando 
todos esses números teremos a quantidade de possibilidades de o acontecimento 
completo se realizar.

Em seguida, discutiremos os problemas de combinatória que envolvem a 
ideia de Permutação.

Problemas de Permutação

A situação, a seguir, envolve o significado de permutação. Analise-a.
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Problema 2: 

Quantas palavras diferentes (com ou sem sentido) você pode formar, usando as letras da palavra BELA?

Qual a diferença entre os problemas de permutação e de “produto cartesiano”? 

O problema 2 envolve a ideia de permutação simples, em que as letras se 
agrupam de 4 em 4. Esses agrupamentos se diferenciam somente pela ordem das 
letras. Como são 4 letras, temos 4 posições de cada letra: 

A palavra BELA tem 4 letras. Pelo princípio fundamental da contagem, na 
escolha da primeira letra há quatro possibilidades e, sem repetir nenhuma letra, há 3 
possibilidades de escolha da segunda letra; duas possibilidades de escolha da tercei-
ra letra e uma possibilidade de escolha da quarta letra. Vejamos: 

BELA, BEAL, BLAE, BLEA, BALE, BAEL, EBLA, EBAL, EABL, EALB, ELAB, 
ELBA, LABE, LAEB, LBEA, LBAE, LEAB, LEBA, ABLE, ABEL, ALBE, ALEB, AELB, AEBL.

No geral, no Ciclo Interdisciplinar, os estudantes fazem as permutações e 
depois contam o total de agrupamentos. No Ciclo Autoral, geralmente, o total de 
permutações é calculado por 4x3x2x1 = 24.

A seguir, um exemplo de resolução incompleta de estudante do quarto ano 
do Ciclo Interdisciplinar, da Rede Municipal de Ensino de São Paulo e outra correta. 

Figura 45 - Resolução do problema 2

Nem sempre os estudantes conseguem identificar todas as permutações das 
letras, embora mostrem que compreendem a situação. Quando o professor estimula 
mais a procura de outras palavras, permutando as letras iniciais, os estudantes am-
pliam seu repertório e mostram estratégias de obtenção e controle das respostas.
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Você percebeu que os problemas de “produto cartesiano” envolvem dois conjuntos e são 
usados todos os elementos de cada um desses conjuntos, e os problemas de permutação 
envolvem apenas um conjunto em que os elementos mudam de posição? 

Vamos, agora, discutir outro tipo de problema de combinatória, os proble-
mas que envolvem o significado de arranjo.

Problemas de Arranjo

A situação, a seguir, envolve o significado de arranjo.

Problema 3: 

Em uma feira de alimentos, quatro vendedoras se candidataram para uma comissão de três pessoas, en-
carregadas de arrumar os alimentos perecíveis diariamente: Ana, Beatriz, Celina, Daniela. O critério é que 
a comissão seja formada pelas 3 vendedoras mais votadas pelas colegas da feira. De quantas maneiras 
diferentes podemos ter as três primeiras colocadas nessa votação?

Como já foi dito, essa situação envolve a ideia de arranjo. Neste caso, é pre-
ciso organizar as comissões, excluindo uma vendedora de cada vez e verificando as 
possíveis colocações das outras, totalizando 24 possibilidades. A ordem aqui é im-
portante, pois o número de votos é diferente para cada vendedora.

yy Três mais votadas entre as quatro candidatas 

A, B e C: (A, B, C); (A, C, B); (B, A, C); (B, C, A); (C, A, B); (C, B, A);

yy Três mais votadas entre as quatro candidatas: 

A, B, e D: (A, B, D); (A, D, B); (B, A, D); (B, D, A); (D, A, B); (D, B, A);

yy Três mais votadas entre as quatro candidatas 

A, C e D: (A, C, D); (A, D, C); (C, A, D); (C, D, A); (D, A, C); (D, C, A); 

yy Três mais votadas entre as quatro candidatas 

B, C e D: (B, C, D); (B, D, C); (C, B, D); (C, D, B); (D, B, C); (D, C, B).

Os problemas de arranjo são mais indicados para o Ciclo Autoral. O racio-
cínio envolve a escolha de m elementos dentre os n elementos de um único conjunto 
e que a ordem de escolha dos elementos gera possibilidades distintas. No entanto, 
crianças de 4º ano conseguem resolvê-lo, como é possível verificar no protocolo a se-
guir. A primeira indica a continuidade dos agrupamentos e a segunda faz o primeiro 
grupo e multiplica por 4.:
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Figura 46 - Resolução do problema 3

Você consegue perceber as diferenças e similaridades entre os problemas de arranjo e os de 
permutação? Descreva-as e continue a leitura do texto.

Em termos de escolha, arranjos e permutações são similares entre si, a par-
tir de um único conjunto e da ordem dos elementos, determinando possibilidades 
distintas. Mas esses significados se diferenciam, pois nas permutações todos os ele-
mentos do conjunto são dispostos em ordens variadas e nos arranjos são escolhidos 
apenas alguns elementos do conjunto. 

Assim, no problema 2, as 4 letras da palavra BELA trocaram de ordem, e a 
ordem dessas letras gerou possibilidades distintas, ou seja, todos os elementos do 
conjunto trocam de ordem, gerando possibilidades diferentes devido à escolha da 
ordem desses elementos. No problema 3, entre as 4 vendedoras foram escolhidas as 
3 mais votadas e estas trocam de ordem, gerando possibilidades distintas, ou seja, 
em um conjunto de m elementos, apenas alguns são usados.

Vejamos, agora, os problemas de combinação.
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Problemas de combinação

O problema 4 envolve o significado de combinação.

Problema 4: 

Cinco jogadoras de um time de futebol (Andrea, Biloca, Cassia, Denise e Edani) se candidataram para 
formar uma comissão de duas representantes para conversar com o técnico do time. Quantas comissões 
diferentes podem ser formadas com essas jogadoras?

Esse problema envolve a ideia de combinação. Nesse caso, a ordem não im-
porta. É preciso buscar as possibilidades de agrupamentos de dois elementos, levan-
do em consideração, por exemplo, que a comissão formada pelos estudantes Andrea 
e Biloca é a mesma que a comissão formada por Biloca e Andrea, chegando às 10 
comissões, indicadas a seguir: 

(A,B); (A,C); (A,D); (A,E); (B,C); (B,D); (B,E); (C,D); (C,E);(D,E).  

Nesse problema, também são escolhidos alguns elementos de um conjunto, 
mas, nesse caso, a ordem de escolha desses elementos não gera possibilidades distin-
tas, ou seja, não importa. Para a escolha do primeiro elemento da comissão, temos 5 
possibilidades e para a escolha do segundo temos 4, ou seja 5 x 4 = 20. No entanto, 
o produto deve ser dividido por 2, porque a comissão Andrea, Biloca é a mesma se 
for usada a representação (A, B) ou a representação (B, A). 

As propriedades combinatórias observadas nas combinações são relações de 
escolha de elementos a partir de um conjunto maior, mas no que diz respeito à orde-
nação, a ordem da disposição dos elementos não gera combinações distintas.

A seguir, um exemplo de resolução de aluno do quarto ano do Ciclo Interdis-
ciplinar, da Rede Municipal de Ensino de São Paulo. 

Figura 47 - Resolução do problema 4
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Você consegue descrever as similaridades e diferenças entre as ideias de arranjo, permutação, 
combinação e de “produto cartesiano”?  

Como você deve ter observado, os arranjos, as permutações e as combina-
ções utilizam elementos de um mesmo conjunto dado, diferentemente do “produto 
cartesiano” que utiliza todos os elementos de dois conjuntos distintos. A ordem de 
escolha dos elementos é característica das permutações e arranjos, mas não geram 
possibilidades distintas no caso das combinações ou “produtos cartesianos”.

Veja, agora, um quadro-síntese que pode possibilitar mais compreensão en-
tre as similaridades e diferenças dos significados de combinatória estudados:

Significado 
Número de conjuntos 

envolvidos
Importância da ordem da 
escolha dos elementos

“Produto cartesiano” 2 Não

Permutação 1 Sim

Arranjos 1 Sim

Combinação 1 Não 

E o papel do contexto nesses tipos de problemas? Você já refletiu sobre isso? Consegue dife-
renciar os contextos de cada significado de combinatória? Pense sobre o assunto e continue 
a leitura do texto.

O contexto influencia a ideia de combinatória envolvida no problema. Os 
estudantes são desafiados a resolvê-lo e a compreensão permite a busca de estraté-
gias para a resolução, sem efetivamente usar as operações fundamentais. No geral, 
nos Ciclos de Alfabetização e Interdisciplinar, eles chegam a respostas particulares, 
mas não conseguem esgotar todas as possibilidades relacionadas ao problema, até 
porque estão habituadas à ideia de que um problema tem uma única solução. Essas 
situações são desafiadoras para os estudantes, pois buscam as soluções por meio de 
procedimentos pessoais, percebendo que a combinatória pode ser conhecida como 
“a arte de contar”.
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Para saber mais pesquise as produções do grupo de pesquisa GERAÇÃO, 
que investiga o ensino e a aprendizagem de combinatória no blog http://
geracaoufpe.blogspot.com.br/ que contém artigos publicados em periódicos, 
livros e anais de congressos. Acesso em agosto de 2017.

Analise como estudantes do 5º ano do Ensino Fundamental resolvem os problemas de combinatória. 
Realize a análise a partir dos seguintes aspectos:
Descreva as estratégias de resolução apresentadas pelos estudantes;
Avalie se as estratégias foram válidas para chegar à resolução do problema.

 	

	 Registro 1 			   Registro 2
	 Fonte: ZARAN, 2013, p. 117.		  Fonte: ZARAN, 2013, p. 118.

	

	 Registro 3		  Registro 4
	 Fonte: ZARAN, 2013, p. 119.			       Fonte: ZARAN, 2013, p. 120.

Para terminar, analise o Currículo da Cidade e verifique nos objetivos de aprendizagem e 
desenvolvimento como foram contemplados os problemas que envolvem raciocínio combi-
natório ao longo do Ensino Fundamental.
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Probabilidade

Introdução 

Com a justificativa de atender à demanda social, o conceito de probabilida-

de foi introduzido nos currículos brasileiros, em 1997, pelos Parâmetros Curriculares 

Nacionais, no eixo Tratamento da Informação, mais timidamente nos anos iniciais do 

Ensino Fundamental e com mais ênfase nos anos finais. Borovcnik (2008) apresenta 

alguns argumentos em favor da introdução desse tema nos currículos. Um deles se 

refere ao julgamento probabilístico em que o autor afirma que apoia o pensamento 

racional do indivíduo na tomada de decisões em situações importantes da vida diá-

ria, como a tomada de decisões em função de resultados de exames médicos ou para 

decidir sobre um investimento, por exemplo. Outro argumento se refere ao raciocínio 

sobre incerteza como uma ferramenta importante no mundo atual, por exemplo, o 

conceito de risco e seu impacto nas tomadas de decisões diárias. Ele também apre-

senta, como argumento, que a probabilidade é essencial no entendimento de proce-

dimentos inferenciais em estatística. Por último, afirma que a probabilidade oferece 

uma ferramenta para modelar e “recriar” a realidade, citando como exemplo que a 

física moderna não pode ser formulada sem referências a conceitos probabilísticos. 

O autor afirma que o grande desafio que se coloca é ensinar probabilida-

de por meio de materiais e ferramentas projetados para encorajar a compreen-

são, focando na criação de aproximações de probabilidade que sejam acessíveis 

e motivadoras aos estudantes, com aplicações práticas apropriadas. No âmbito 

escolar, o autor sugere que o foco seja nas visões frequentista e subjetiva de 

probabilidade, pois muitos fenômenos aleatórios não são explicados única e ex-

clusivamente por meio do modelo clássico de probabilidades, que se baseia em 

espaços igualmente prováveis. Considera ainda que existem fenômenos aleató-

rios cujas explicações matemáticas se dão por meio da observação da frequência 

com que ocorrem (visão frequentista) ou dependem do conhecimento daquele 

que arrisca o prognóstico probabilístico (visão subjetiva). 

Reflita sobre algumas situações práticas do cotidiano que podem ser consideradas frequen-
tistas ou subjetivas.
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Um pouco de história sobre a probabilidade 

Para você, como surgiu a probabilidade?

Você já ouviu falar que a teoria das probabilidades surgiu por causa dos jogos de azar?

Leia algumas informações a respeito. 

A ideia de acaso surge na Antiguidade, com os jogos de azar e as crenças que 
existiam na época. Os povos que viviam na Mesopotâmia ou no Egito Antigo relacio-
navam a ideia do acaso com o sobrenatural. A relação do acaso com o sobrenatural 
perdurou ao longo do tempo. Os jogos de azar eram utilizados com objetivos de 
lazer, mas integravam uma dimensão mística do acaso.

Os primeiros estudos sistemáticos sobre Probabilidade foram elaborados por 
Girolamo Cardano no século XVI. Alguns autores acreditam que essa demora foi de-
corrente do fato que obras científicas que tratassem de uma possível sistematização 
de jogos de azar não seriam consideradas sérias, já que os jogos não eram vistos com 
bons olhos pelos sábios.

Além disso, consideram que os primeiros “dados de jogo” não possuíam um 
balanceamento perfeito e isso impedia que fosse percebida alguma regularidade dos 
eventos possíveis. Isso ocorria porque eles eram feitos de ossos de animais diferentes. 

Outra causa do atraso da matematização do acaso está ligada à crença de 
que não seria prudente intervir no acaso, pois ele se encontrava no domínio divino, 
uma vez que se acreditava que os acontecimentos na Terra eram dirigidos pelos deu-
ses. Os povos atribuíam o resultado do lançamento de um dado à manifestação da 
vontade dos deuses. 

No âmbito da Filosofia, existem três diferenças com relação ao acaso que se 
entrelaçam: a) o conceito subjetivista pelo qual a imprevisibilidade e a indeterminação 
do evento casual são atribuídas à ignorância ou à confusão do homem; b) o conceito 
objetivista que atribui o evento casual à mistura e à interseção das causas; c) a interpreta-
ção moderna que considera o acaso como a insuficiência de probabilidades na previsão. 

Os estudos de Piaget e Inhelder (1993) sobre a origem da ideia de acaso na 
criança permitem compreender como se dá o desenvolvimento da noção de pro-
babilidade. Esses autores destacam os mesmos estágios definidos pela Filosofia na 
construção da ideia de acaso pela criança. Eles afirmam que nem tudo que está à 
nossa volta pode ser previsto de antemão com precisão, mas que, mesmo assim, 
os indivíduos, ao vivenciarem uma situação, arriscam uma predição na tentativa de 
compreendê-la e conviver com ela. Eles consideram que esse tipo de atitude leva a 
crer que o ser humano na idade adulta “possui” uma intuição de probabilidade. Os 
resultados dos estudos desses autores mostram que: o primeiro estágio de desenvol-
vimento da ideia de acaso pela criança (antes dos 7- 8 anos de idade) “se caracteriza 
pela ausência de operações propriamente ditas, isto é, de composição reversível; 
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os raciocínios em jogo permanecem então pré-lógicos e são regulados apenas por 
sistemas de regulações intuitivas” (PIAGET; INHELDER, 1993, p. 294). Nesse está-
gio, “a criança nem sequer entrevê a possibilidade de um sistema que lhe permita 
achar, sem esquecer nenhuma, todas as combinações duas a duas, todas as permu-
tações, ou todos os arranjos dois a dois realizáveis por meio de alguns elementos” 
(PIAGET; INHELDER, 1993, p. 294). Eles afirmam que isso ocorre porque essas são 
operações multiplicativas particulares e as crianças, nesse estágio, não são capazes 
de compreender as operações aditivas e multiplicativas mais simples. Segundo eles, 
durante esse primeiro estágio, a criança não diferencia o possível do necessário. 
Seu pensamento oscila entre o previsível e o imprevisto, mas nada é para ela nem 
seguramente previsível, quer dizer, dedutível segundo um elo de necessidade; nem 
seguramente imprevisível, quer dizer, fortuito (PIAGET; INHELDER, 1993, p. 294).

De acordo com esses autores, o período seguinte, dos 7-8 a 11-12 anos, marca 
a transformação da ideia de acaso. Ele “se caracteriza pela construção dos grupamen-
tos operatórios de ordem lógica e numérica, porém num plano essencialmente concre-
to, ou seja, relativo a objetos manipuláveis representáveis no detalhe de suas relações 
reais” (PIAGET; INHELDER, 1993, p. 294). Nessa fase, a descoberta da necessidade 
dedutiva ou operatória permite à criança conceber o caráter dedutivo de transforma-
ções fortuitas isoladas e de diferenciar o necessário do possível. Por outro lado, o en-
caixe operatório das partes complementares de um todo leva à disjunção “concreta”.  
Essa disjunção concreta ocasiona a noção de duplas ou de múltiplas possibilidades, 
que implica todo julgamento de probabilidade (PIAGET; INHELDER, 1993, p. 296). 

Os autores concluem que é somente no terceiro estágio (após 11-12 anos) 
que o julgamento de probabilidade se organiza, “por uma espécie de choque em 
volta da operação sobre o acaso” (PIAGET; INHELDER, 1993, p. 296). Nessa fase, 
“há a síntese entre o acaso e as operações, permitindo estas estruturar o campo das 
dispersões fortuitas em um sistema de probabilidades, por uma espécie de assimila-
ção analógica do fortuito ao operatório” (p. 297). Para eles, chegar a esse resultado 
envolve dois processos correlatos. Por um lado, a construção dos sistemas combina-
tórios, a partir de um método que permite efetuar o conjunto das operações possí-
veis sobre um pequeno número de elementos. Isso leva o sujeito a executar algumas 
possibilidades particulares e sem ordenação. Por outro lado, o pensamento formal, 
que permite a construção de sistemas combinatórios, a descoberta das proporções. 
Isso leva à lei dos grandes números que aplica as relações de proporcionalidade às 
operações combinatórias e permite que o sujeito conceba a legitimidade de uma 
composição probabilística das modificações fortuitas, no sentido de uma dispersão 
proporcionalmente mais regular e, por conseguinte acessível – na sua totalidade, se-
não no detalhe – à previsão racional (PIAGET; INHELDER, 1993, p. 297). 

Segundo esses autores, ao atingir um ponto avançado na evolução individual 
acerca do acaso, as probabilidades baseadas nos grandes números assinalam “uma 
espécie de síntese entre a operação e o fortuito – após a antítese, a princípio radical, 
sentida no início do segundo período, e a não diferenciação própria do primeiro” 
(PIAGET; INHELDER, 1993, p. 297). 
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Os estudos desses autores sobre probabilidade permitiram conclusões sobre raciocínio 
probabilístico associado com ideias de aleatoriedade, espaço amostral, combinações, 
eventos mais ou menos prováveis, distribuição de probabilidades e lei dos grandes nú-
meros, entre outras.

A teoria das Probabilidades 

Mesmo que o homem conviva com situações aleatórias durante toda a sua 
vida e que a noção de acaso tenha surgido com os jogos de azar, a teoria das proba-
bilidades ocorreu bem mais tarde. Segundo Coutinho (1994), os primeiros estudos 
dedicados a esse tema foram iniciados por Girolamo Cardano (1547) e desenvolvi-
dos posteriormente por Pascal e Fermat (1654), J. Bernoulli (1713), Bayes (1763), 
Laplace (1825) até os estudos de Kolmogorov (1933), que é tido como responsável 
pela teoria das probabilidades numa perspectiva axiomática. 

Mesmo que o acaso tenha sido incorporado pela Matemática, em diferentes 
momentos históricos, as intuições que as pessoas têm de acaso não são compatíveis 
com os modelos matemáticos disponíveis. Nos dias de hoje, ainda são frequentes as 
crenças nas mais diversas explicações que as pessoas criam ou acreditam. Os mode-
los matemáticos de cálculo de probabilidade são considerados, muitas vezes, como 
contraintuitivos, mesmo no meio de pessoas com instrução.

A teoria das probabilidades, segundo vários autores, é um modelo matemá-
tico do acaso (GARDING, 1997). É um eixo da Matemática que estuda fenômenos 
envolvendo incerteza, utilizando ferramentas do cálculo matemático. Esses fenôme-
nos são conhecidos como aleatórios, estocásticos não determinísticos, ou seja, são 
os que se repetidos em condições idênticas produzem resultados diferenciados, ou 
seja, não é possível determinar, com exatidão, qual o seu resultado (BAYER et al., 
2005). Mesmo não sendo possível determinar, com exatidão, o resultado de fenôme-
nos de natureza aleatória, a probabilidade procura fornecer o grau da possibilidade 
de acontecer um dado evento ou de um conjunto de eventos. 

Pense em exemplos de situações do cotidiano próximas à realidade dos estudantes em 
que essas relações são possíveis.

Nesse sentido, a probabilidade supõe uma alternativa ou ela é a preferên-
cia por uma das alternativas possíveis. A afirmação “amanhã não choverá” exclui 
a menos provável, a alternativa “amanhã provavelmente choverá”. Dessa forma, a 
probabilidade surge sempre função de dois argumentos. A probabilidade é expressa 
por um número real entre 0 a 1.  

No entanto, é preciso ter clareza do enfoque dado à probabilidade para que 
possamos utilizá-lo de modo pertinente no ensino. Os jogos de azar desempenharam 
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um papel fundamental na formulação da teoria das probabilidades porque contribu-
íram para as primeiras aproximações com a ideia de acaso. Os jogos de azar levaram 
o homem à intuição das chances de se obter o resultado esperado e serviram como 
um dos meios para que se chegasse a um processo de avaliação mais elaborado. En-
tretanto, a probabilidade não pode ser resumida a esse contexto.

Segundo Coutinho (1994), os cálculos desenvolvidos por Pascal e Fermat 
acerca da avaliação de chances de ocorrência de um evento são considerados um 
avanço em relação à avaliação intuitiva que se fazia anteriormente. De acordo com 
BOROVCNIK (1991), o enfoque dado por esses autores lança uma luz sobre a apli-
cação correta da relação entre favorável e possível, embora não concretize nenhum 
progresso definindo um conceito para clarear a natureza própria da probabilidade. 

A autora destaca que o enfoque combinatório que foi dado por Pascal e Fer-
mat ao cálculo de probabilidades será retomado e ampliado por Christian Huygens 
(físico, geômetra e astrônomo holandês), com a publicação do primeiro tratado 
formal sobre probabilidades, em 1657. 

Afinal, o que é probabilidade e quais são as abordagens de ensino?

Segundo Bayer et al. (2005), a conceituação de Probabilidade se aperfeiçoou 
ao longo dos anos e, atualmente, são consideradas três diferentes abordagens: 

1.	 Abordagem Clássica

 Segundo o autor, a abordagem clássica foi publicada pelo italiano Girolamo 
Cardano no livro Liber de ludo alea (Livro dos jogos de azar) em 1525. Cardano foi 
o primeiro a apresentar probabilidades na forma de “frações”. A utilização desta 
abordagem para se estabelecer probabilidades é direta, mas só pode ser usada em 
espaços amostrais equiprováveis. Seja P(A), a probabilidade de ocorrer o evento A. 
Utilizando o conceito clássico a probabilidade de ocorrer A , P(A) é dada por: P(A) 
= n (A): Total (s), onde n(A) é o número de resultados favoráveis ao evento A e Total 
(s) é o número total de resultados em S 

2.	 Abordagem Frequentista 

O conceito frequentista se refere ao cálculo de probabilidades por meio de 
observações sucessivas de um experimento aleatório. A probabilidade é estimada de 
forma experimental, podendo ser encontrada quando o número de experimentações 
n tende ao infinito. A probabilidade de ocorrência do evento A pode ser definida 
como um limite: o experimento é repetido n vezes; observa-se a frequência relativa de 
ocorrência de um certo resultado e calcula-se o limite. 



Orientações Didáticas do Currículo da Cidade

132

Matemática 

3.	 Abordagem Axiomática

 Consideramos P(A) como a probabilidade de ocorrência do evento A, asso-
ciada ao espaço amostral S, P(A).

A P (A) deve satisfazer os seguintes axiomas: 

Axioma 1: 0 ≤ P(A) ≤ 1 

Axioma 2: P(S) = 1 

Axioma 3: Se A ∩ B=∅, então P(A∪B) = P(A) + P(B) 

Esta abordagem possibilitou grande avanço científico, especialmente do pon-
to de vista teórico e não existe incompatibilidade entre esse enfoque e os enfoques 
clássico e frequentista.

Após o estudo dos aspectos históricos e conceituais, continue a leitura do texto para 
contemplar algumas sugestões práticas sobre o ensino da probabilidade.

Algumas sugestões de atividades

A seguir, serão apresentadas duas atividades selecionadas da literatura e re-
lacionadas à probabilidade que poderão ser desenvolvidas pelo professor com seus 
alunos em suas aulas de Matemática. Essas atividades são do texto “Probabilidade 
na Escola”, de autoria de Bayer et al. (2005).

Atividade 1: O jogo do mago  

Um príncipe se revoltou contra o seu mago e suas promessas vãs e resolveu executá-lo. Porém, como 
um bom príncipe, ele resolveu dar uma última chance ao mago. O mago estava autorizado a repartir 4 
bolas (duas brancas e duas pretas) entre 2 urnas. O carrasco escolheria uma destas urnas e tiraria uma 
bola: se a bola fosse preta, o mago seria executado, senão sua vida estava salva.

Como o mago deveria colocar as bolas nas urnas de forma a ampliar suas chances de sobreviver? 
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Atividade 2: Titanic

O filme Titanic tem atraído e emocionado multidões em todo o mundo. Outras tragédias mais recentes 
foram logo esquecidas, mas o caso Titanic continua causando impacto ainda hoje. O que se sabe é que 
os passageiros sobreviventes, devido ao número insuficiente de botes foram selecionados, por meio de 
um critério cuja condição financeira era a que mais pesava... 

Tabela 1. Passageiros sobreviventes e mortos 

Passageiros Sobreviventes Mortos Totais

Crianças 57 52 109

Mulheres 296 106 402

Homens 146 659 805

Totais 499 817 1316

Analise essa tabela e responda:

- Qual foi a probabilidade de um passageiro sobreviver?

- Qual foi a probabilidade de uma criança sobreviver?

 - Qual foi a probabilidade de uma mulher sobreviver? 

- Qual foi a probabilidade de um homem sobreviver?

Tabela 2-  Passageiros e sobreviventes e mortos por Classes 

Classe Sobreviventes Mortos Totais

1ª 203 122 325

2ª 118 167 285

 3ª 178 528 705

Totais 499 817 1316

A partir da tabela responda:

- Qual foi a probabilidade de um passageiro da 1ª classe sobreviver? 

- Qual foi a probabilidade de um passageiro da 2ª classe sobreviver?

- Qual foi a probabilidade de um passageiro da 3ª classe sobreviver?
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